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The Uses of Artificial Satellite Vehicles! 
Part II. 
By 
H. E. Canney, Jr.2, AAS, and F. I. Ordway, IIP, AAS 


Abstract. The satellite as an observation and military base, as a communications 
relay station, as a radar beacon and navigational fix are treated. The paper concludes 
with sections on the astronautical significance of the artificial satellite and miscella- 
neous considerations. 


Zusammenfassung. Im vorliegenden Teil II wird der kiinstliche Trabant als 
Beobachtungs- und militarische Basis, als Nachrichten-Relaisstation, als Radar- 
Warte und Fixpunkt fiir Navigation behandelt. Die Arbeit endet mit Abschnitten 
iiber die astronautische Bedeutung des kiinstlichen Satelliten und verschiedenen 
anderen Betrachtungen. 


Résumé. Dans cette seconde partie le satellite est envisagé comme base d’observa- 
tion, base militaire, relais de communication, faisceau radar et repere de navigation. 
L’importance d’un tel satellite pour l’astronautique ainsi que des considérations 
d’ordre général terminent cet exposé. 


E. Observation from the Satellite Vehicle 


The satellite vehicle’s role of observation cuts sharply across the majority of the 
important scientific disciplines associated with it. What is being observed determines 
not only the discipline involved but also tends to fix the altitude of the orbit in which 
the vehicle will travel. In the widest sense it may be said that such a vehicle can 
observe two categories of things: the Earth, and the Universe at large. In the latter 
case, the vehicle is an astronomical observatory regardless of the orbit and regardless 
of whether it travels around the Earth or some other body. In the former case, the 
vehicle may be regarded broadly as a geophysical observatory if one will concede, 
for convenience, that such matters as iceberg patrol and military observation are 
very superficial cases of modification of the physical body of the planet. 

Astronomical observation from a satellite vehicle has been treated in the first 
part of this paper, and agrees in general with the astronomical role as discussed here, 
except perhaps that the geophysical satellite vehicle (broad sense) may be regarded 
as a ‘‘probe”’ insofar as it observes a globe from close range. Thus the Earth geophysical 
satellite vehicle (broad sense) may be regarded as an ‘“‘Earth Probe’, just as a similar 
vehicle circling Mars would be a “Martian Probe’. 


1 This paper (Parts I and II) was presented as a whole at the Sixth I.A.F. Congress 
at Copenhagen, August 4, 1955, and has been shortened for presentation to publisher. 
First version dated June 30, 1955. Since it was prepared before the U.S. Earth 
Satellite Vehicle Program was announced, it obviously does not reflect development 
that occurred during the last year and a half. Readers are referred to satellite reports 
being carried in this journal. 

2 Engineering Division, Bell Aircraft Corp., Buffalo, N.Y., USA. 

3 Guided Missiles Division, Republic Aviation Corp., Hicksville, N.Y., USA. 
Both authors now with General Astronautics Corp., Oyster Bay, N.Y., USA. 


Astronaut. Acta, Vol. III, Fasc. 1 








“4 H. E. Canney, Jr., and F. I. Orpway: 


The role of observation has been identified with the satellite vehicle from the 
very beginning. Refuelling was also mentioned at various times but observation seems 
to have dominated. 

The first mention of a station in space is believed to be that described in a German 
novel by Kurp Lasswitz, entitled ‘‘Auf zwei Planeten’’, published in 1897. In 
Lasswitz’s story, this station was discovered over the North Pole at an altitude of 
4,000 miles and was being used by Martians to observe our planet. Superficially, 
this was not a bad choice of location since a large part of the world’s population 
dwells in the region north of 30° north latitude. At that height, New Orleans, Cairo, 
Lhasa (Tibet), and Tokyo would just lie in the fog of the horizon, but most of the 
significant countries of Europe, Asia, and most of North America would be quite 
visible, barring overcast. Vehicle it may have been, but it was not a satellite vehicle 
as we understand the idea, for it had no motion relative to the Earth. At 4,000 miles 
altitude the Earth’s gravitational pull would have been far too strong for such a 
station to rely on the mechanics of an orbit around the Sun. According to the story, 
the Martians sustained the vehicle by a field of reversed gravity, induced by the 
connection between a building they had constructed on the pole and the structure 
high above the pole, one Earth-diameter from the center of the Earth [68]. This 
means of remaining aloft was apparently somehow related to an earlier means of 
space travel these fictional Martians had used... a special utopian material which 
resisted the force of gravity, or rather, avoided it by causing gravity to flow around 
it. This means of space travel, upon inspection, reveals itself, unfortunately, to be 
unavailable to the user even if it were possible. As Ley put it, in describing another 
such vessel: ‘‘The pilot would not need his wonderful ship... To overcome the 
difference in gravity potentials between the Earth and the ship he would have to 
jump aboard with a push of nearly a billion pounds. If he were that strong, he could 
jump directly to the Moon instead.”’ 

In 1923 OBERTH regarded the satellite vehicle mainly as an experimental station. 
He mentioned the possibility of using it as a refuelling point but considered this a 
sideline. 

NoorpDwunG’s triple station, connected by cables, featured a telescope for astronom- 
ical observation, but was also thought suitable for observation of activities on the 
ground. As the altitude was 22,300 miles, this seems a bit optimistic of NooRDUNG 
unless the same telescope was also used for looking at the ground. Even so, he 
restricts himself unnecessarily. The station would be without motion with regard 
to the Earth and only one area could be observed and only from the equatorial plane. 

An observational link between the fields of astronomy and geophysics occurs in 
the matter of measuring the intensity of cosmic rays and the interaction between the 
cosmic rays and the magnetic field of the Earth as a whole. The bombardment of 
cosmic rays also produces chemical and physical changes in the upper atmosphere. 
Measurement of these effects is also observation. 

Geophysical observations themselves include measurement of tidal effects upon 
vehicles as sensed from within the vehicles. Also included are such observations as 
the measurement of magnetic and gravitational anomalies, both for general mapping 
purposes as well as prospecting for petroleum and other valuable deposits. Aerial 
photography of the ground is a well-known adjunct to regular map making. 

A recent paper [69] on Earth scanning techniques has treated the problem of 
gathering information about certain conditions on the surface, and transmitting the 
obtained data back to the ground. STEHLING considered two cases (assuming a 
500 mile altitude), one employing an optical objective lens image-converter system, 
the other a microwave radar scanner. 

Troop movement would be only one aspect of military observation. A well equipped 
satellite vehicle could monitor industrial growth, or drive it underground at great 
expense to the potential enemy. The state of national logistics could be assessed 
by traffic studies of the nation’s highway, rail, air, and water transportation. 

The state of development of their natural resources could be observed. Studies 
of mass movements of people during the course of a day, done repeatedly, might reveal 
useful information to military intelligence experts or psychological warfare officers. 
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The mere presence of another nation’s satellite vehicle above you is a spectacular 
force in psychological warfare itself. The knowledge of being constantly watched can 
be most depressing as would the suspicion that the vehicle might also be armed for 
bomb-dropping by command, or that the orbit was only temporary (either intentionally 
or by accident) and if intentionally, that it might be equipped for some sort of destruc- 
tion when it came down. 

A more congenial type of observation is the use of the vehicle for exploration of 
little-known areas or areas which are accessible only with difficulty, such as polar 
areas, large deserts and mountain ranges, jungles, and wide expanses of ocean. Iceberg 
patrol would be greatly simplified, and such a vehicle might well be used to locate 
downed airplanes, distressed or derelict ships, or, perhaps even lost expeditions if 
this sort of thing happens anymore. 

The satellite vehicle quite obviously is the agency for observing anything on a 
large scale. Even if you are not interested in what your neighbor country is up to, 
the inspection of your own country or continent may tell you many useful things 
you never suspected about commerce, sociology, and even political activity. 

Weather observations may be made from the satellite vehicle by combining 
albedo measurements and cloud tracking with other more conventional procedures. 
It would be a useful task to establish the economy of the satellite by comparing its 
cost with that of maintaining weather and iceberg patrol ships, forexample. Informa- 
tion gathered from weather observation would be transmitted to Earth from an 
unmanned station by some sort of automatic electronic. weather system. One such 
unit has been developed by the Air Navigation Board, and employs a large “‘memory’”’ 
drum, on which weather reports are stored, to be transmitted on teletypewriter [70 
At low altitudes atmospheric drag measurements may be made which determine 
how much braking may be expected for different. densities of atmosphere. This is 
of interest not only with respect to the lifetime of the satellite vehicle itself but also 
in: connection with calibrating the flights of ,antipodal. bombers and other’ gliders, 
and for re-entry into the atmosphere by ferry rockets. 

The satellite vehicle has also been suggested as a military reconnaissance agency, 
and, knowing human nature, this will probably be the argument that will get one 
established. The argument has been that nothing can be hidden from such a satellite 
equipped with radar and telescopes. Even a single plane taking off from a carrier 
could be easily detected [71]. This is perhaps oversimplified somewhat, since the 
same precautions of camouflage, movement beneath dense overcast and by night, 
dummy installations, and decoy maneuvers may frustrate the satellite vehicle just 
as much as it does conventional aerial observation. Movements might be developed 
which would be geared to the orbital period of the satellite... moving troops when 
the vehicle is on the other side of the world when there was no overcast locally. This 
might require a prohibitive number of satellites to keep a given area under constant 
surveillance. If optical and radar equipment can be developed which have adequate 
powers of resolution the orbits may be raised and fewer satellites would be required. 
Also they would be harder to destroy. 


F. The Artificial Satellite Vehicle as a Military Weapon 


It is deplorable to think of the satellite vehicle as a military weapon. Yet, a 
discussion on the uses of a satellite can be neither realistic nor complete if the military 
implications are ignored. It is general knowledge that satellite programs, at least 
in the study phases, are being undertaken by several governments. The late secretary 
of Defense ForrEsTAL announced in 1948 that the U.S. Government was supporting 
some sort of satellite program. Very recently, Aerojet-General Corporation’s pres- 
ident D. A. KIMBALL said [72] that his enterprise could commence today the fabrica- 
tion of an orbital vehicle. He went on to assert that his firm would give ‘‘A delivery 
date and a fixed price on the contract’. Whether KimBatt was thinking of a military 
or research vehicle is not certain, but it seems likely that initially small scale vehicles, 
designed for performing scientific investigations, would be established, which could 
grow into larger ones with military capabilities as the development program continued. 

1* 
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In the Soviet Union the creation of a ‘Permanent Interdepartmental Commission 
for Interplanetary Communication’’ was announced, with Dr. PETER KapiTsaA as 
director. Its first task was reported to be ‘‘the organization on an automatic laboratory 
of scientific research in cosmic space... which would revolve around the earth as 


” 


a satellite... 

In these days, almost anything can be a weapon, and almost anything may be 
expected in the conduct of a war. With uranium-and cobalt-enriched hydrogen 
warheads, large rocket-powered vehicles and multi-axis inertial guidance, an appalling 
new concept of warfare emerges: the intercontinental ballistic missile (ICBM). Such 
technological considerations as are involved in the development of these missiles 
are also implicit in the development of what some people regard as the ultimate 
weapon: the armed satellite vehicle. The unarmed vehicle is, engineeringwise, of 
the same order of magnitude as the ICBM. If an ICBM can be developed there should 
be no difficulty in establishing a satellite vehicle. At the present time no one con- 
templates the possibility of a fully developed satellite combat vehicle appearing at 
the same time as the perfection of the ICBM; this would be nearly in the next higher 
order of magnitude. 

At first, the satellite doesn’t have to do anything. All it has to do is to be up 
there, and your opponent, as STEWART ALSoP puts it, is notified that you have gained 
a commanding lead over him technologically [73]. His people are aware that if you 
can put a harmless satellite up there, you can presently put an armed one there... 
or he may wonder if your harmless satellite vehicle is really harmless. 

In the early days of astronautics the main focus of study was getting into space 
more or less for its own sake, for science, or for sheer high adventure. HERMANN 
OBERTH in the ’20’s suggested vast mirrors for converging the Sun’s rays on the polar 
icecaps, converting them to useful land by changing the climate, and the use of 
planar mirrors to light cities by night. Recollection of the burning power of curved 
mirrors, a notion dating from Greek antiquity, is said to have aroused some apprehen- 
sion in Allied quarters during World War II when it was thought the Germans might 
attempt a huge sodium-foil mirror in space, based on OBERTH’s design. Control over 
the curvature and aim would be formidable undertakings, but it would not be 
essentially different in character from that involved in using the same mirror, pointed 
the other way, for astronomical purposes. Such a mirror, OBERTH proposed, would 
measure 10 kilometers in diameter, would orbit at an altitude of 1000 kilometers and 
was thought capable of burning cities. Those were the days when atomic bombs 
were a highly academic proposition. While OBERTH had considered the possibility 
of a solar mirror in space, weapons were not his main interest. 

Today the question arises of firing atomic guided missiles from a satellite vehicle. 
Due to their great speed and small size, they would be virtually interception proof, 
it has been argued. This may be true, but is it worthwhile to bring missiles into orbit 
and then fire them at the ground? A surface-to-surface missile can presumably do 
the same thing and more cheaply. It has the added advantage that it may be fired 
at the target at will, whereas the satellite must wait until it is in a favorable position. 
This may be countered with the argument that the surface-to-surface missile would 
probably have to be an ICBM to reach all key targets, and because of its size would 
require extremely large and expensive launching installations, almost certainly 
underground, since their strategic value would be such as to forbid their exposure 
to counterfire. Even if the satellite vehicle were not armed, it would probably be 
extremely valuable for target selection, perhaps for midcourse or terminal guidance, 
or even as a navigational reference for certain missiles. 

Until a year or so ago, all of the arguments seemed to be on the side of the space 
station, armed or unarmed. The mere fact it was there (although undeniably a strong 
psychological factor) seemed to be an argument enough. No one brought up the 
other side of the picture. Suppose one nation did not want another nation’s satellite 
in orbit because it was considered a territorial violation and an invasion of privacy — — 
what then? If rockets can be sent up with men to assemble a station, smaller ones 
can be sent up with warheads to destroy it. 
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One counter-satellite proposal pointed out that a small missile sent up to the 
satellite vehicle’s orbit from the other side of the Earth, and in the opposite direction, 
and exploded, would create a cloud of fragments that would riddle the vehicle several 
times a day forever. 

Momentarily, things looked very dark for the satellite vehicle. Then it was 
remembered’ that in space there would be no air friction to contain or limit even a 
mild explosion. The fragments of the explosion would immediately disperse, reducing 
the puncture probability nearly down to that already existent for natural meteors 
out of space. Firing the fragments like birdshot would not help much since the impetus 
would be tangent to the orbit. They would travel in a cloud and need an incredibly 
good aim to come back into the vehicle’s orbit at precisely the point where the vehicle 
happened to be at a given moment. If the vehicle (or the party sponsoring the vehicle) 
ignored the cloud of fragments, conceivably the precession of orbital nodes might 
take care of the correct intersection, given enough time. But the sponsoring party 
would not wait for this. They would change the orbit. Even a guided counter- 
satellite rocket would have a tricky time assuming the correct orbit for collision. 

The general question of combat between a satellite vehicle and guided missiles 
is an intriguing one, which seems to depend largely upon logistics. The station, in 
general, has the well-known advantage of altitude, and a supply of small missiles 
would presumably be able to take care of a number of projectiles sent up from the 
ground. Each counter-satellite missile sent up would need massive booster stages 
and would be an expensive proposition. It is conceivable that a satellite vehicle 
armed with 30 ‘‘Nike’’type missiles could destroy billions of dollars worth of counter- 
satellite rockets. It might also discharge decoy material to cause the rockets to 
home-in on a harmless cloud of metallic chaff. In rebuttal to this, it might be said 
that the counter-satellite missile might be designed to discriminate against chaff 
and jamming and in addition carry an extra, smaller, missile to deal with the ‘‘Nike’’, 
and then go on itself to destroy the satellite vehicle. This smaller rocket, however, 
could be met with a companion rocket to the ‘‘Nike’’, perhaps a guided ‘Mighty 
Mouse’’. But there is a limit to this sort of thing. The realities of logistics enter in 
here at some point, before we arrive at the absurdity of each weapon carrying a 
series of smaller and smaller ones, ad infinitum. 

A vehicle as harmless as a weather observatory, such as the one suggested by 
Dr. HARRY WEXLER of the U.S. Weather Bureau, is unfortunately almost in the same 
category as a vehicle designed for military reconnaissance. One country may object 
to another’s weather vehicle on nearly the same grounds as a military space station. 
Four thousand miles is a long way up, and raises the question ‘‘How high is sov- 
ereignty ?’’ Surely it is not infinite. Even if the Earth were not in any kind of motion, 
ownership of the whole universe above your country is a bit presumptious. 

How high, then, is sovereignty ? SCHACHTER thinks that the vertical limit is the 
top of the atmosphere, beyond which is ‘free space’”’ [75]. MEYER [76] also considers 
outer space to be free territory. Regarding artificial satellites, he used the open 
ocean seaport planes of the ‘20’s as models to prove the admissibility of building the 
satellite in open space. He pointed out that it had been viewed proper, from a legal 
standpoint, to build such seaports, and that the construction of satellites in space 
would not pose any international legal problems, based upon what we can intelligently 
suppose today. Thus no nation has the legal right to interfere with space vehicles 
passing over their territory. Horsrorp believes (77| it is “reasonable... that in 
the light of modern international theory, outer space... is likely to be considered a 
free navigable area as are the high seas’’, subject to such conventions as carrying the 
national flag of the owner. The precedent of the high seas indicates that space ships 
and satellite vehicles would have national sovereignty. Molesting a ship or satellite 
could thus be construed, as with surface vessels, as an act of piracy or war. 

The precedent, however, is not quite consistent. Ships roaming the high seas 
cannot see inside your country. Also, because of the well-known advantages of 
altitude, an enemy roaming space is infinitely more dangerous than an enemy roaming 
the high seas. The United Nations may conceivably outlaw warfare in space, but the 
enforcement of it is doubtful. Perhaps retaliation will be the only dissuader. 
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G. The Satellite Vehicle for Communications and Navigation 


The communications satellite vehicle, because of its location above the 
atmospheric envelope of the Earth, enjoys advantages and suffers limitations 
which are somewhat analogous to those affecting the extraterrestrial astronomical 
observatory. Both are dedicated to apprehending as much radiative energy as 
possible and both suffer badly if placed in unsuitable orbits. Both are a problem 
by just being in orbits, and both can be oriented either to the mother planet or 
to astronomical space. In the navigational aspect, that is, its use as a reference 
for missile control or for radar or celestial procedures, the vehicle may be thought 
of as Earth-oriented. 

A fair amount of study has already been undertaken in two cases of the 
satellite as a communications agency, first as a transponder or repeater for 
terrestrial communications, and secondly, as a means of practical communica- 
tions across interplanetary space to Mars in the event such an expedition were 
mounted. 

Frequencies high enough to pierce the electrified layers of the ionosphere will 
naturally be required. Generally, frequencies above some 50 megacycles will 
pierce the ionosphere and pass on into interplanetary space, although the intensity 
of sunspots will alter this figure. Out in space, signal-to-noise ratios will naturally 
be greatly improved over those obtaining on Earth; minimum requirements 
would indicate a figure of about 100 to 1 for Earth to moon transmission although 
it would depend on what frequencies were intended. If both the transmitting 
and receiving antennas are situated in space, special conditions will obtain, as 
will be shown later. Fading, in the terrestrial sense, will undoubtedly be reduced 
but in interplanetary communications conditions in the upper atmosphere may 
often seriously affect the signal strength, affecting, in turn, reception of an 
outgoing beam to Moon. It will be seen from what follows that simple penetration 
of the ionosphere is hardly the whole story. Space, while offering better communi- 
cations conditions, is not free of noise. Thermal noise, galaxy noise and solar 
noise all exist and vary in intensity. : 

On the surface of the Earth, transmission distances are affected by the fre- 
quency of radio signals, topography, electrical condition of the soil, the season, 
time of day, weather, and sunspots. The atmosphere, or more accurately, the 
HEAVISIDE Layer, is opaque to signals up to about 30 megacycles, though special 
calculations, taking into account the rapid fluctuations of the various layers of 
the ionosphere, must be used to determine accurately the maximum useable 
frequency (“MUF’’). It is apparent, then, that several things may happen; 
waves may be reflected, absorbed, allowed to penetrate, or some combination 
of these. Very short waves and microwaves, which on the surface of the Earth 
tend to be somewhat line-of-sight, lend themselves to convenient focusing, and 
hence beaming at satellite vehicles for retransmission to the point of destination. 

CLARKE suggested this use for satellite vehicle ten years ago [78]. His now 
well-known proposal featured three spherical relay stations (transponders) in 
a 24-hour (22,300 mile) orbit 120 degrees apart. These were designed to provide 
continuous worldwide radio and television coverage, as well as navigation and 
safety services. CLARKE didn’t specify, but since the vehicles were interconnected 
by microwave link we may assume that the entire system was originally conceived 
as a system of active repeaters. The vehicles could thus exchange signals with 
each other as well as with points on the ground. Being stationary in space with 
respect to the Earth, he suggested that the transmitting and receiving antennas, 
once aimed at the vehicles, could be locked. 
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The consensus is that satellite radio and television communication will enjoy 
a tremendous improvement in signal to noise ratio, due in large part to the shorter 
transit distances of signals through atmosphere. By depending upon the vehicles 
instead of the ionosphere, the influence of fade, skip and magnetic storms will 
be greatly reduced. 

It has been speculated that satellites may ultimately replace most networks 
of cables and conventional television channels, and some applications of radio. 
Over and above the general problem of getting a satellite into orbit there are some 
immediate and practical considerations bearing on terrestrial communications, 
objectives which affect the selection of the orbits themselves. 

This matter has been studied by Dr. JoHN R. PiERcE. A summary of his 
views may be found in the text of Appendix F of a proposal submitted to the 
National Science Foundation by the American Rocket Society [79], and was 
expanded subsequently [80, 81]. It is useful to dwell at some length on the 
substance of PIERCE’s study for its balanced approach to the problem. He 
mentions that a 36-channel two-way transatlantic submarine cable is being laid 
between the United States and England for a reported price of $ 35 million. 
A channel thirty times this wide, needed for television transmission, would cost 
in the neighborhood of $ 1 billion and is scarcely worth it. A combination of 
land and submarine connections by way of Greenland and Iceland might help 
somewhat but the prevailing climate along the route would tend to discourage 
that solution. A similar route to Asia by way of Bering Strait has these and 
other disadvantages. He mentions a proposal which featured a continuous chain 
of airplanes flying the Atlantic and understandably finds this unattractive, though 
technically feasible. (A similar idea had previously been suggested in the United 
States for long-distance overland television transmission. The germ of the satellite 
transponder idea is detectable.) 

In introducing the idea of the satellite, PIERCE makes the point of stressing 
its inferiority to overland networks such as the $ 40 million TD2, built by the 
American Telephone and Telegraph Company, because of its inability to drop 
and add hook-ups along the routes it covers. Over the seas, however, he feels 
that the satellite could be competitive. A condensed summary of four possible 
approaches (there may well be others) for a 5-megacycle video channel provided 
by an 8-digit binary pulse code modulation system employing a 10-centimeter 
(3000 megacycle) wavelength and Earth antennas 250 feet in diameter, is shown 
in Table I. 

One stationary orbit, as we know, exists around the Earth at 22,300 miles. 
Another, mentioned by CLARKE [82], is a circumterrestrial orbit 40,000 miles 
beyond the Moon: “‘A body here would always be invisible from the Earth, being 
permanently eclipsed by the Moon. As it would appear fixed over the very center 
of our satellite’s hidden hemisphere, it would be an ideal site for a radio transmit- 
ter when the far side of the Moon is colonized.’ How this arrangement contacts 
the Earth is not clear unless this is supplemented by repeaters placed at the 
Moon’s trojan points. He may have had in mind, as he suggests elsewhere, 
an artificial planet travelling in the Earth’s orbit, to enable us to “see around 
the Sun’’. The only place you could rely on the repeater remaining at a fixed dis- 
tance is at one of the trojan point; otherwise it would slowly drift away from 
the Earth. 

Von Bravv, in the final chapter of ‘“The Mars Project’’ [83], considers the 
problem of communications with Mars in terms of a situation where one end of 
the link is on the surface of the Earth. By way of illustrating useful parameters, 
he explores two cases, one at 600 megacycles with 60,000 watts of power and 
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Table I. Features of the communications satellite: four cases 





Power Output 





in Watts 

Type of Orientation 

2 Repeater; Earth th Required Advantages Disadvantages 

oO Altitude Trans- Gore: km/degrees 

— mitter 

A 304.8 m 108 0 0 No orientation Very expensive 
(1000 ft) problem. because of 
sphere Practically size and_ al- 
at no motion titude 
35,903km 

B | 30.48 m 105 0 0 Less power than | More vehicles 
(100 ft) A. May be required (10). 
sphere cheaper. May produce 
at No orientation multiple images 
3542 km problem | 

C | 30.48 m 5 x 104 0 +29/+0.047, Less power than | Very serious 
circular Aor B. Higher | positioning 
planar reflectance and orientation 
mirror problems. 
at Needs power 
35,903km for servos. 

One destination 

D | 3.048 m 102 0.03 +580/+0.95 Very small power | Power drain in 
antennas; needed in satellite. 
vehicle ground equip- Limitation in 
at ment. Less number of 


35,903km 


orientation 
problem. 


channels and in 
amount of 





Small anten- modification 

nas and vehicle possible to 

size ground equip- 
ment 





Cases A and B employ metal spheres which scatter signals isotropically, so that 
one need only point the beamed transmitter at them. Power requirements for ground 
equipment in Case A seem excessive, and the 1000 foot spheres necessary at that 
altitude are no easy matter. Case B reduces all elements by a factor of 10 except 
the number of spheres, which is just the opposite. Although in fairly rapid motion, 
one or more would always be visible to the transmitter, and the ground power 
requirement of 100 kilowatts is not too serious. 

Case C reduces drastically the power required but introduces some very serious 
problems of positioning and orientation. Solar and lunar perturbations would require 
moving masses attached to the mirror by radio control, though satellite power 
requirements would be small. Perturbations of the orbit would probably be large 
enough to demand steerable antennas on the ground. Furthermore, a planar mirror 
reflects signals to only one destination. 

In general, the great advantage of passive repeaters (cases A, B, and C) is the 
huge number of two-way channels possible at various wavelengths. Modifications 
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another at 3000 megacycles with the same power. The space ship transmitter 
weighs three metric tons. The first case, 600 megacycles, uses an antenna area 
of 106 square centimeters, which would reach Pluto with doubtful readability. 
This would allow an excess of 36 decibels even at the maximum distance between 
the Earth and Mars. This reserve permits a theoretical reduction in transmitter 
power and antenna size and results in an increase in bandwidth, allowing transmis- 
sion of speech and music. The second case, 3000 megacycles, uses an antenna 
area of 7.5 x 104 square centimeters, which would permit radiotelephony up to 
30 000 000 miles and radiotelegraphy at any time. 

Transmission between a receding space ship and an orbiting station, could, 
under certain conditions, have a very considerable DoppLer effect, the maximum 
possible being 298 kilocycles per second. Purely from the standpoint of signal- 
to-noise ratio, the frequency range between 100 and 200 megacycles appears to 
be most favorable. Below 100 megacycles cosmic noise increases and above 
200 megacycles receiver noises increase. Received signal power is proportional 
to bandwidth but so also is noise power in the receiver. Consequently, a net power 
boost by means of signal pulsing avails little, and we would seek to narrow 
bandwidths rather than broaden them [83]. This is not desirable. 

Another aspect of frequency, mentioned by Situ [84], indicates that 
spectrographic effects set in between 10 000 and 30 000 megacycles. In this range 
we find atmospheric absorption lines for water vapor and oxygen. Considering 
all these data, one may suppose, from an inspection of Table 34 in ‘‘The Mars 
Project’’, that a compromise frequency of about 1500 megacycles would work 
out about as well as any, though von BRAUN recommends 300 megacycles with 
a power of only 1000 watts to capitalize on the frequency characteristics of the 
Resnatron tube and the inherently wider bandwidth permitted. This does not 
contradict the statements about the 100—200 megacycle band, since they were 
made purely from the standpoint of signal-to-noise ratio. Compared to the 
theoretical reach of the 600 megacycle transmitter, on the basis of frequency, 
this may seem somewhat marginal. But if you are limited to three metric tons 
of weight, you consider first how far you must reach, settle for the minimum power 
that will accomplish this, and then juggle all the rest of your parameters in such 
a way as to convert what you have gained into bandwidth in the transmitted 
signal. 

A preliminary study of such factors as those discussed in this section does 
suggest that for the solar system, at least, we are not likely to have too much 
difficulty in setting up suitable communications network between the ground 


and improvements could be made to the ground equipment without the need to 
modify the satellite. The great disadvantage is the large power requirements for 
passive repeaters, especially with the spheres. 

Case D, an active repeater, requires power, but only a fairly small amount. A wide 
beam, coupled with a beam shift only half that for a mirror, reduces but does not 
remove the orientation problem. Unfortunately, the power supply required by an 
active repeater has a finite life (though solar batteries or generators may alleviate 
the problem). More serious is the limited channel capacity. Adjustments to the ground 
equipment and changes in the nature of the signal may improve the information 
content of messages, but with a predesigned transponder this is not likely to help 
much. Of the four possibilities presented by Dr. PIERCE, Case B is the most attractive. 
It is susceptible to early attainment, and can be used immediately also for navigation 
and geodetic triangulation. The only forbidding aspect is the large number of satellites 


specified. 
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stations and the satellites and travelling space ships, once we have worked out 
the performance of the vehicles and the ships themselves. Ground stations on 
the Moon and planets will permit the erection of larger installations than those 
conveniently possible in space, and these, probably with transponding assistance 
of smaller units in space, show promise of fulfilling most of our communications 
requirements. The only novel problem associated with interplanetary communica- 
tions, or between the Earth or Earth satellite and a space ship over interplanetary 
distances, is the matter of signal transit, which occurs at the rate of eight minutes 
per astronomical unit. This may conceivably be serious in emergencies which 
often depend for their solution on rapid exchange of information. Signal transit to 
Mars at its closest approach would be something on the order of three minutes 
each way or six minutes to get the answer to a question. For faster exchange 
perhaps some procedure can be worked out with substitutes for the conventional 
comment-and-response technique, an overlap of messages resembling a conversa- 
tion with two parties talking at the same time. This is not pleasant but with 
practice operators could probably be trained to entertain in their consciousness 
both incoming and outgoing information at one and the same time. They may 
perhaps be so highly trained that they do this even when it is not necessary, 
just to keep in practice. 

Returning to Earth, again we are reminded that the Earth satellite vehicle or 
artificial satellite has another general communicative role related to geodesy... 
its use as an aid to navigation. In its simplest terms it may be the irreducible 
minimum satellite being used simultaneously by other people for geodetic 
triangulation. In both cases the regularity of the orbit is the feature that enables 
men to predict position at a given time and from that to calculate positions on 
the surface of the globe. If a simple radar or radio beacon can be installed, aided 
or sustained by solar power, the taking of fixes on the artificial satellite would 
probably be greatly eased. 

It is hard to see what use this role of the satellite would serve to a spaceship 
which already has an excellent prospect of the stars and planets. The beacon, 
however, does suggest a means of conveniently locating the vehicle in the event 
it is to be serviced or replaced. To the earth-bound, the advantage is fairly obvious. 
Optical fixes could be taken with great precision by day and radar fixes by night 
or through overcast, and would be of equal utility to both aircraft and surface 
vessels. 


H. Space Flight and the Artificial Satellite Vehicle 


The third reason (see Introduction) for the existence of a satellite, and perhaps 
the chief reason for study of it, is the satellite’s role as a space station. Hardly 
any discussion of space flight occurs without some reference to it. 

Most obvious is the use of the space station for refuelling and repair. While 
we are restricted to chemical propellants (and this may be for some time to come) 
refuelling is sure to be the dominate problem of space flight. Because of the high 
price paid in the expenditure of propellants, some rather elaborate arrangements 
of tanker rockets and a system of many stations along the route will be required. 
Getting any stations into orbit will be difficult at first, and the very limited 
number of stations which can be established on a budget, together with uncer- 
tainty about landing conditions, will probably dictate that flights around the 
Moon and Mars will be made a considerable number of times for each body. 

For purposes of take-off into orbit around the Earth, a rocket will follow the 
equator with a relatively low tangential velocity of about a half a kilometer per 
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second, and curve into the horizontal element as soon as possible. In this way, 
one can minimize the effect of gravity which operates substantially only in the 
vertical component. 


In general, the procedural steps of a completed voyage may be summarized as 
follows: 
. Establishment of satellites around Earth in one or more orbits, 
. Construction of deep-space vessel at orbit around the Earth, 
. Provisioning satellites and deep-space vessel by ferry rockets, 
. Fuelling of deep-space vessel, 
. Deep-space flight, 
. Leaving fuel at destination orbit, 
. Descent, and ascent after appropriate stop-over, 
. Refuelling at destination orbit, 
. Deep-space flight, 
. Refuelling at starting orbit for rocket retard engines to assist aerodynamic 
braking, 
. Descent to Earth. 


These, of course, ignore the mechanics of maneuver because they are intended 
only to point up the general dominance of fuel logistics. The extreme infancy of 
space flight and the pitiful inadequacy of chemical propellants as they are now 
used are indicated by the extraordinary procedures we must follow, the many 
refuellings, and the discard of hardware built at great expense. Some new and 
spectacular development in chemical propellants, or some totally new propellant 
agency such as atomic energy, ions, or photons, is mandatory to improve our 
logistics. Failing this, we are more or less confined to the Solar System forever, 
and will litter interplanetary space with fabulously expensive trash as time 
goes on. 

Since we know little as yet about space flight, we cannot speculate very 
meaningfully on any new forms of propulsion, but, for that very same reason, 
we cannot have any grounds for pessimism about the situation getting better. 
Surely we cannot consider space flight to have come of age until a self-sufficient 
space ship rises from the surface of the Earth, proceeds directly to the Moon, 
lands expertly, remains for a while, takes off from the Moon, proceeds directly 
to the Earth and lands again expertly... no jettison of sections, no refuelling in 
orbits, nothing left on the Moon unless by choice. The true age of flight did not 
arrive when the NC-4 crossed the Atlantic Ocean; it arrived when people 
were flying the Atlantic Ocean in commercial airplanes as a matter of course. 
When space ships can fly to the Moon as described above we may say that space 
flight has come of age... and that the flights are made as a matter of course, 
though not necessarily on a scheduled commercial basis. 

Typical of present refuelling propositions is the idea of the ‘‘space fuel dump”’ 
[85]. Here three ships would take off at once and enter into adjacent parallel 
orbits, and be brought together somehow by magnetic means. Fuel from two 
of them would be pumped into the third, fuel and provisions would be transferred 
and the third would depart for the Moon. Special extra tanks would be left in an 
orbit around the Moon (a familiar idea) to be later used for the return trip. Way 
stations in circumsolar orbits were suggested (also a familiar idea). The logistics 
are possible but rather imposing. 

EHRICKE visualizes large space stations as possible through the use of ferry 
rockets, using a lower orbit at 130—150 miles and major orbits at between 600 
and 1000 miles [86], all in the equatorial plane, to capitalize on tangential velocity. 
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The lower orbits at 130—150 miles would obviously be temporary — lasting 
a few hours at best — for the sole purpose of transfer of cargo. Higher temporary 
orbits at 360—400 miles would last for periods measuring in months, permitting 
the assembly of deep-space vessels for interorbital flight. An orbit at 30 000— 
40 000 miles would be unoccupied except for a few days at a time during the 
time of arrival from other planets... long enough to pick up a vehicle from the 
Earth. With the exception of this orbit, all orbits would fall below 700 miles 
altitude [87]. 

At this point, the A, B, and C orbits of Guipo von PIRQUET come into mind. 
It will be remembered that he advanced an idea in 1928 involving three orbits. 
Satellite vehicles were placed at 760 and 5000 kilometers and a “‘liaison rocket’’ 
operated in an elliptical orbit tangent to both. As all bodies circled the Earth 
in the same direction they differed in velocity by about 3000 miles per hour 
88, 89°. It is reported that he later abandoned the idea. 

Orbital supply also has very definite economic aspects, most of which revolve 
around the basic problem of how to carry bulky and heavy payloads into space 
with a minimum of developmental efforts and cost per unit of payload. Theoret- 
ically this is best done by maximum acceleration, but since men are likely to 
go on many of the rockets, permissible accelerations must be adjusted downward 
to what men can endure. This cannot be done with very low accelerations without 
prohibitive expenditure of fuel. Studies are now being made to calibrate human 
beings for various intensities and duration of acceleration, and it seems certain 
that some suitable compromise can be devised between economy and safety. 

The striking feature about space flight as it is seen today, as has been noted, 
is the necessity for very elaborate arrangements of orbits, bases, ferries, transfers 
and jettisons. The global economy cannot support this inefficiency for long. 
EHRICKE is aware of this when he suggests the use of temporary orbits, that 
vehicles may be used again and again. Implicit in this complexity is the knowledge 
of how tenuous is the logistical base on which our efforts at space flight must 
depend. This is likely to produce a very definite feeling of uneasiness with which 
our earliest attempts must reckon. For the sake of economy, it may be possible 
to alleviate the problem by adjusting ferry rockets for high accelerations when 
carrying no passengers, and low accelerations when they do, or by having two 
different types of ships. The former would be very like guided missiles. The 
term “‘automatic supply” is believed to be the one proposed by EHRICKE. As 
to the satellite vehicles, EHRICKE feels that the first inhabited one will be a 
“single-body”’ installation circling the Earth at a small distance [90], and will 
be sustained by a number of these small high-efficiency supply ships. This high 
efficiency in supply is the key to reasonable satellite economy. He believes that 
the only permanent assignment of satellites, ultimately, will be observation. 
The human consideration here would be the important item of the rotation of 
personnel. H. PRESTON-THoMAs [91] visualizes the possibility, at a somewhat 
later stage of space flight, of using Deimos, one of the ‘“‘natural’’ moons of Mars, 
as a base for prospecting operations on the planet itself. This is in connection 
with a deep-space flight system using ion propulsion and the physical substance 
of Deimos itself for fuel. Not mentioned was the possibility that Deimos or 
Phobos, because they are tiny, waterless, and airless, have not been subject to 
erosion. Inasmuch as the possibility exists [92] that they may be actually captured 
asteroids (and hence possess terrains which are jagged beyond all human ex- 
perience on this planet Earth) they may be both dangerous to approach and 
treacherous to walk upon, if not actually subject to crumbling on contact 
[93]. 
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Referring back to the eleven procedural steps involved in a completed inter- 
planetary voyage, it is seen that over half of them have to do with the negotia- 
tion of orbits. RICHARDSON in an entertaining and amusing chapter entitled 
“Celestial Target Practice’, from a recent book [94] gives a good deal of 
very interesting information about “‘velocity budgets’, and elliptical and hyper- 
bolic courses. The space station, however, receives little more than passing 
attention. By not emphasizing the extreme importance of the satellite concept 
one would have to admit that any voyage with planetary objectives would be 
an almost impossible undertaking. 

Some general observations on the selection and problems of various orbits 
are perhaps in order. The choice of the ‘‘most desirable” orbit of course depends 
upon the use of the orbit, the economics involved, and the mechanics governing 
both orbits in general and the one to be selected. A generally equatorial orbit 
is first thought of because of the rotational assistance of the Earth, but VON BRAUN 
has further specified, for an orbit in which a deep-space vessel is to be constructed, 
an orbital plane “that coincides with the ecliptic on the anticipated day of 
departure’ [95]. As way stations for long interplanetary flight, they would be 
established in circumsolar orbits midway between those of the planets themselves. 
In the very distant future, galactic (interstellar) travel might require that they 
assume orbits around the galactic center and participate in the rotation of the 
galaxy. Intergalactic flight is today utterly beyond human comprehension. 

These various possibilities, unfortunately, are beset by a variety of potentially 
serious problems which are sure to tax the ingenuity of our best mathematicians. 
Any adverse influence on the lifetime of the satellite introduces at least some 
doubt about the feasibility of any given proposition. These adverse influences 
arise from the action of such agencies as the atmospheric and tidal friction for 
orbits relatively near a planet, gravitational forces occurring during the pursuit 
of orbits of different shapes, by shifts in the orientation of an orbit, and by 
perturbations from the local complex of celestial bodies. 

LEY, commenting on some calculations of EUGEN SANGER, has come up with 
an interesting contention. A rocket weighing ten metric tons, he says, would, 
if placed in an orbit at 81 miles altitude, lose only six miles of altitude during 
the first revolution, seven during the second, and so on. At 112 miles, the loss 
is about half this, and, by the time you got up to 155 miles, the situation has so 
improved that you would lose only one per cent of your altitude in 100 000 000 
revolutions [96]! A sharp, and rather startling, contradiction of this appears 
in a consideration of lifetime in view of tidal friction [97]. In these terms, a 
satellite vehicle orbiting at a 1,000 miles altitude would descend to Earth in 
about a month. While this view is not generally held, the development and 
acceptance of tidal theory should allow for an accurate determination of these 
tidal effects, and it is expected that more work along these lines will produce 
some interesting and useful results. The truth in the matter may well lie between 
these two extremes of optimism and pessimism, if such they be. 

CLARKE has noted that there will be ‘“‘some tendency of the (space) stations 
to drift slightly round their orbits’’ [98] and suggested that such deviations could 
be corrected by “occasional ejections of mass in the appropriate direction”. 
BurGeEss [99] observes that the oblateness of the Earth can affect satellite 
motion in two ways: “If the orbit is circular and in the equatorial plane, the 
displacement will be negligible, theoretically zero. An elliptical orbit in this 
plane would, however, undergo a rotation of the apsides (line of the major axis), 
so that concentric longitudes of the apogee and perigee would advance. In the 
case the orbits inclined to the plane of the equator there is not only this direct 





14 H. E. Canney, Jr., and F. I. Orpway: 


motion of the apsides, but also a regression of the nodes of the orbit. The period of 
this regression can be calculated, and it is fairly short in the case of close orbits.”’ 

SPITZER [100] concludes that the perturbations caused by the Sun and Moon 
on an 800-kilometer orbit are ‘‘negligible’’. At the same time he shows that the 
oblateness of the Earth will cause considerably larger deviations in the orbit, 
and that a circumpolar orbit (not applicable here) will thus be distorted to a 
greater extent than an equatorial one. Not mentioned by SpiTzER, but conceivably 
a factor, is the possibility that, in addition to its oblateness, the Earth may have 
a large bulge, dent, or other deviation from the classic form of the oblate spheroid. 
If there is such, or more than one of them, the fact has thus far escaped detection, 
perhaps partly by virtue of the limited accuracy of contemporary geodesy which 
lacks the services of a suitable satellite. If the effects of perturbation due to 
oblateness are not serious, the effect of these deviations will be even less, but in 
the computation of orbits with extremely long lifetimes, or of nominal permanency, 
they may be useful in regulating the precision of the Satellite vehicle’s motion. 

There are also three types of motion which, although they do not derive from 
these external influences, may combine with them to produce a net apparent 


motion, as seen by the occupants of a station, which could be bewilder-: 


ingly complex. These motions are wobble, nutation, and precession [71]. 
Applied to the popular voN BrAuNian wheel configuration, they are perhaps 
easiest to appreciate. Wobble may be compared ‘to the motion of an eccentric 
phonograph record (misshapen hole) on the spinning turntable. Nutation 
compares with the motion of ‘an automobile wheel, which when improperly 
mounted on the axle, produces a shuddering sensation in the vehicle known in 
America as ‘‘shimmy’’. Wobble would be produced’ by a circumferential 
maldistribution of cargo or passerigers iri the wheel-shaped station. Nutation 
would arise from the application of some fdrce off-the wheel’s axis not in the 
plane of rotation. Precession is not an error of mechanical motion but rather 
the inevitable result of the fact that the station is permanently oriented in a 
given general direction, that there are 360 degrees in a circle and 365—1/4 days 
in the year. This small discrepancy would cause a gradual turning of the aim 
of the station’s mirror away from the Sun and a consequent loss of solar power 
on which the operation of the station largely depended. Some of these motions 
and combinations of motion affect the operation of the station and some affect 
the lifetime that may be expected of a space station established in a given orbit. 
As they affect the efficiency of the space station they are legitimately an aspect 
of the development and use of such a device. 

It is to be hoped that the interest of expert astronomers can be enlisted in 
ever greater numbers in the solution of these problems of celestial mechanics, 
for it is possible that the ultimate feasibility of the space station itself cannot 
do without some fairly imposing research in this direction. The spirit of scientific 
endeavor being what it is we may have reason to trust that the help we need will 
presently be forthcoming. Upon the efforts of our colleagues in that majestic 
and tranquil pursuit of astronomy may rest the success of all artificial satellites, 
satellite vehicles, Space stations... and, finally, when that time comes, of space 
flight itself. 
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Abstract. When a satellite, such as the Moon, or a manmade artificial moon, 
circles the Earth in a closed orbit, it is in a state of equilibrium between gravity and 
centrifugal force. If the satellite is not perfectly round but oblong, then it also ex- 
periences some small degree of stability of poise, i.e. it tends to ride with its long 
axis vertical. If deflected trom this position it would oscillate about this attitude 
somewhat like a pendulum; only while it can distinguish between vertical and 
horizontal, it cannot tell up from down, nor forward from aft on its orbit. The 
frequency of such oscillations about the equilibrium attitude, which are called 
“librations’’, can be computed from the shape and the orbital period of the satellite. 

The present paper deals with such computations. It was interesting to determine 
whether or not it might be possible to utilize instruments responsive to these librations 
for satellite navigation purposes. 

The shape most susceptible to the stabilizing effect is that of a dumbbell which 
consists of two masses separated by a rigid rod. A satellite built on this shape would 
have a libration period such that it performs | 3 = 1,73 complete swings during one 
tour of the orbit. (One such swing back and forth, would take 52 minutes for a 
satellite traveling around the Earth in 90 minutes.) 

The Moon is known to be shaped like an ellipsoid, slightly oblong. Indeed it points 
its long axis towards the Earth, showing us always essentially the same face. It may 
have attained this position due to the stabilizing forces studied in this paper. The 
libration frequency of a prolate ellipsoid of revolution depends on its numerical 
eccentricity ¢; for a nearly round spheroid it is | 3/2 « times the orbital frequency. 
A rough calculation of the frequency of the Moon’s physical librations in its present 
shape places their periods at about 2 to 3 years. This movement is too slow to be 
readily observed, particularly because it is obscured by two other effects which cause 
apparent librations as large as 6 to 8°. One of these has a daily period caused by the 
rotation of the Earth; another has a monthly period caused by the Moon traveling 
on an elliptical orbit rather than on a circle, while rotating about a slightly inclined 
axis. However, astronomers agree that in the dim past, physical librations of the 
kind studied in this paper probably did exist but they were largely damped out by 
viscous lava tides. 

Mathematical details of the libration calculations are given in two Appendices, 
viz. I for the dumbbell and II for the ellipsoid of revolution. 


Zusammenfassung. Wenn ein Trabant, sei es der natiirliche Mond oder ein kiinst- 
licher, die Erde in geschlossener Bahn umkreist, so befindet er sich in einem Zu- 
stande des Gleichgewichts zwischen Schwere und Zentrifugalkraft. Ist der K6érper 


1 This paper was presented at the Seventh International Astronautical Congress 
in Rome in September 1956. 
2 Douglas Aircraft Company, Inc., Santa Monica, California, USA. 
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nicht genau rund, sondern langlich, so unterliegt er einer geringen Lagenstabilitat: 
er hat die Tendenz, sich mit der langen Achse vertikal zu richten. Aus dieser Lage 
abgelenkt wiirde er Schwingungen ausfiihren nach Art eines Pendels, doch wiirde er 
wohl zwischen vertikal und horizontal unterscheiden k6énnen, nicht aber zwischen 
oben und unten, noch zwischen hinten und vorn auf seiner Bahn. Die Frequenz 
solcher Schwingungen, die “‘Librationen” genannt werden, kann aus der Form und 
der Umlaufsperiode des Trabanten berechnet werden. 

Mit solchen Rechnungen befaBt sich die vorliegende Arbeit. Es erschien von 
Interesse, zu ermitteln, ob sich die Librationen mittels auf sie ansprechender In- 
strumente fiir Navigationszwecke ausnutzen lassen kénnten. 

Die fiir den stabilisierenden EinfluB der Krafte empfanglichste Form ist die einer 
Hantel, die aus zwei durch eine Stange getrennten Massen besteht. Ein Trabant, der 
diese Form hatte, wiirde Librationsschwingungen ausfiihren, die /3 = 173 mal 
schneller verlaufen als der Umlauf. (Jede volle Hin- und Riickschwingung zusammen 
wiirde 52 Minuten dauern fiir einen niedrigen kreisenden Satelliten, der die Erde in 
etwa 90 Minuten umkreist.) 

Unser natiirlicher Mond ist bekanntlich ein schwach langliches Ellipsoid. Seine 
lange Achse ist tatsachlich gegen die Erde gerichtet und wir sehen im wesentlichen 
immer dieselbe Seite des Mondes. Diese Lage hat sich vermutlich infolge der hier be- 
trachteten stabilisierenden Wirkungen eingestellt. Die Librationsfrequenz eines 


Rotationsellipsoids mit einer geringen Exzentrizitat « ist \3 2« mal der Umlaufs- 
frequenz. Bei der geringen Elliptizitat des Mondes sollten seine physischen Libra- 
tionsperioden etwa 2 bis 3 Jahre betragen: zu langsam, um leicht beobachtet zu 
werden, zumal sie durch zwei andere E/infliisse verdeckt werden, die scheinbare 
Librationen von 6 bis 8° Amplitude verursachen. Diese haben eine tagliche Kom- 
ponente wegen der Erddrehung und eine monatliche, weil der Mond eine erheblich 
elliptische, geneigte Bahn um die Erde beschreibt. Trotzdem ist es wahrscheinlich, 
daB physische Librationen der beschriebenen Art in geologischer Vorzeit existierten 
und allmahlich infolge zaher Lavagezeiten abgeklungen sind. 

Die mathematischen Einzelheiten sind in zwei Anhangen enthalten, einem fiir 
die Hantelform, dem anderen fiir das Rotationsellipsoid. 


Résumé. Un satellite réel ou artificiel est en équilibre sous l’action de la force 
d’attraction et de la force centrifuge. S’il n’est pas parfaitement sphérique mais 
oblong, il aura une certaine stabilité d’orientation qui le fait se mouvoir avec son 
grand axe suivant la verticale. Tout écart a cette position d’équilibre entraine des 
oscillations pendulaires; si le satellite peut distinguer la verticale de l’horizontale 
il ne peut cependant lever l’indétermination entre haut et bas et avant et arriére. 
La fréquence des mouvements pendulaires ou “‘librations’’ est calculable a partir 
de la forme du satellite et de sa période orbitale. Ce calcul forme l’objet de l'article. 
I] était intéressant d’examiner la possibilité d’utiliser des instruments sensibles aux 
librations pour les besoins de la navigation des satellites artificiels. 

La forme la plus stable est le double battant de cloche constitué par deux masses 
séparées par une tige rigide. Un satellite de cette forme aurait une période de libra- 
tion de /3 = 1,73 fois plus vite que la période orbitale (52 minutes pour une période 
orbitale de 90 minutes). 

On sait que la lune est un ellipsoide dont le grand axe est aligné vers la terre. 
Elle montre donc toujours la méme face. Il se peut qu’elle ait atteint cette position 
a la suite de l’action de forces stabilisatrices étudiées dans l'article. La fréquence de 
libration physique d’un ellipsoide de révolution allongé dépend de la valeur numérique 


de son eccentricité ¢; quand il est quasi-sphérique elle vaut ¢ | 3/2 foisla fréquence orbitale. 
Uneestimation grossiére de la fréquence des librations physiques de la lune dans sa forme 
actuelle conduit a des périodes de 2 a 3 années. Ce mouvement est trop lent pour 
étre facilement observable d’autant plus qu’il est caché par deux autres phénoménes 
qui provoquent des librations importantes de 6 a 8 degrés d’amplitude. Une de 
ces librations a une période journaliere provoquée par la rotation de la terre; l’autre 
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une période mensuelle due a 1’ellipticité de l’orbite de la lune qui est d’abord inclinée 
vers l’axe terrestre. I] est cependant probable que la forme de libration physique étudiée 
dans cet article a probablement di exister pendant une époque préhistorique mais aura 
été rapidement amortie par dissipation dans des marées de laves. 

Les détails mathématiques des calculs de libration sont donnés en Appendices: 
I pour le double battant de cloche, II pour l’ellipsoide de révolution. 


The intriguing question has been raised whether it should be possible on 
board a Satellite vehicle to determine anything significant for orientation purposes 
by means of passive “‘ponderometric” instruments, such as accelerometers, 
pendulums, balances, seismometers or the like. That such might not be impossible 
might have been inferred from the observation that the Moon has been known 
for centuries to show essentially the same face to the inhabitants of the Earth 
(except for small oscillations called ,,librations’’). Would this not be a grotesque 
coincidence if there had not been a stabilizing force at work? If the Moon were 
a perfectly balanced solid homogeneous sphere, it would be difficult to comprehend 
how a directive force could be exerted on any part of it by the Earth. What, 
however, if the Moon is not symmetrically homogeneous or not a sphere, be the 
departure ever so small? 

Since by all experience and according to EINSTEIN’s postulate, the effects 
of gravity and of inertia on any one solid mass point are inseparable, one cannot 
hope to demonstrate anything determinable about the configuration of the 
external universe by internal passive means alone from a vehicle treated as a 
mass point. Only by considering the distribution of masses on board the vehicle 
without neglecting its dimensions completely against the orbital dimensions can 
one introduce what may be called ponderometric technique and look for effects 
that might betray the presence of one or more focal gravitational centers. 

Obviously, such effects should become conspicuous on a satellite composed 
of two massive bodies some appreciable distance apart connected to each other 
in what can be described as a dumbbell configuration}. 

Let us assume for instance a satellite was built in the shape of an idealized 
dumbbell, traveling around the Earth in a circular orbit of mean radius 7 at an 
angular velocity of revolution 2 in equilibrium with gravitational attraction. 
The dumbbell shall consist of the spheres M, and M, of equal mass m separated 
by a rigid but weightless rod of length 2 e. Let us further assume that at the time ¢ 
the rod makes an angle ¢ with the “‘vertical’’, i.e., with the radius r between the 
center of gravity of the dumbbell system and the center of the Earth (Fig. 1). 
Now due to their different distances from the geocenter, the two spheres suffer 
difterent attractions, viz: 

G, = mg R?/r,? and G, = mg R?/r,? (1) 
where R is the radius of the Earth surface and g the gravitational acceleration 
there. The respective leverages a, and a, of these attraction forces are 
a, = (resing)/r, and a, = (resing)/r, as can be readily seen from figure 1 
when expressing the sines of the central angles subtended by the excursion of 
the two masses as well as by the leverages of the forces. Hence, the net torque 
due to the different attraction forces is 

T = mg R? resing (1/73 — 1/r,3). (2) 

1 To be sure, such a configuration cannot be reduced to a gravitationally equivalent 
mass point (monopole), and in this sense its motion in the Earth’s field does not 
strictly belong into the domain of the two-body problem. However, with the distance 
between two elementary masses fixed, the computation does not entail the difficulties 
of the general three-body problem. 
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The two masses are also subject to different centrifugal forces directly 
proportional to their respective radii, viz: C, = m2?r, and C,=mQ?r, 
but, since their leverages are inversely propor- 
tional to their respective radii, their moments 
balance and they contribute no net torque. 

So long as the dimensions (e) are very small 
compared to the orbit radius 7, the individual 
radii can be approximated by 7, = 7 — e cos ¢ and 
% =r+ecos¢. Introducing these into eq. (2) 
and expanding the reciprocal cubes into a series 
of power terms of the relative departure of 7, 
or r, from 7, the torque equation becomes 


T = — 6 (R?/r°) me? sind cos ¢. (3) 


Now, if the dumbbell is allowed to swing in 
response to this torque, the result will be 


T =2merd (4) 


where 2 m e? is the moment of inertia of the dumb- 
bell (if the dimensions of each mass are small 
compared to e), and db is its resultant angular 
acceleration. Now cancelling by 2me? and 
considering that in the equilibrium case ¢ = 90° 
where both masses travel at the same radius and 
gravitational attraction balances centrifugal force 
exactly, viz: 





g R2/r2=Q?r (5) 


the equation of the pendulum motion can be written as 


d= — 32? sin¢dcos¢d = — 3 aesin2¢. 


This law can be readily interpreted. In the vicinity of the radial (vertical) 
orientation where ¢ = 0° or 180°, the configuration has stability; it tends to 
oscillate about this condition when (mildly) disturbed. In the “‘horizontal’’ 
orientation, ¢ = 90° or 270°; the forces are in balance but this equilibrium is 
unstable. At 6 = + 45° the erecting moment is maximum, causing the maximal 


angular acceleration ¢ = + 3/222. 
Eq. (6) can be integrated by considering that ¢ = dd/dt = ¢ -dd/dd = d(p?/2) /d¢. 
The result can be expressed in the form 


—_ ¢ 
,— FB i dg 
2 J Vsin®}, — sin®d 


where @¢y is the amplitude and ¢ is counted from ¢ = 0, as derived in some detail 
in Appendix J. Expression (7) is an elliptic integral which may be evaluated from 
appropriate tables over any desired range. 
For very small excursion ¢,, of course, sind can be replaced by ¢ and cos 
by 1; thus eq. (6) reduces itself to the undamped oscillation equation 
¢ = — 327 ¢. (8) 


2* 


(7) 
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Under this condition the dumbbell behaves essentially like an undamped 
pendulum having a frequency 


wo =Q2)3. (9) 


In other words, it makes \3 = 1,732 complete cycle swings during the period 
of one orbit. This is very slow indeed and would no doubt be extremely difficult 
to detect, measure or average. For large excursions approaching 90°, the period 
becomes even longer. To be sure, if the orbit were not precisely circular, but 
appreciably elliptic, the situation would become more complex}. 

One might think of putting ultrasensitive strain gauges on the structure 
connecting the two dumbbell masses. Such instruments should register zero 
when the dumbbell is in horizontal attitude, and some average tension when in 
vertical attitude. Should the vehicle turn end over end, this would cause an 
average tension fluctuating at twice the tumbling rate. However, no such 
instrument could distinguish up from down or East from West. The strain 
fluctuation would, of course, be minute and readily obscured by any movement 
of personnel or loads aboard the vehicle. 

All these considerations would seem to discourage any hope of readily 
exploiting the dumbbell pendulum effect for orientation purposes aboard a 
satellite vehicle by building the vehicle in the shape of a dumbbell. However, 
one might think of installing some sort of gravity balance of long pendulum length 
aboard and of detecting some minute effects by microscopic observation. As a 
hypothetical example one might consider what would happen if two massive 
objects were released freely floating within a satellite cabin, may be inside an 
evacuated vessel. Would they remain in the same relative position during a 
(circular) orbit? Obviously, the answer must be “‘yes” if the objects had been 
at the same “‘level’’ with respect to the orbit center when they were released 
without giving them any impulse from the satellite vehicle. However, if the two 
objects were released while one was “‘above’’ the other, they would gradually 
fall away from each other beginning at relative accelerations of approximately 
+ %=327e, because m times that was the force that held them together 
before they were released®. Hence, in a fraction » of the period T = 22/Q of 
one orbit (say JT = 90 min) they would have separated by 3 2% e T?n? = 122? n?e., 
This should be detectable. For instance, the distance should almost have doubled 
after n = I1/z | 6 = 13% of the orbit period, say less than 12 minutes or a little 
over 45° of a circle. In the course of an entire cycle, the free floating objects 
would really describe two slightly different orbital ellipses, reach a maximum 
vertical separation at the antipode point and then return to the same level also 
leading and lagging with respect to each other because of their different orbit 
periods. By releasing more than two objects in either a triangular or a tetrahedral 
constellation, the direction of gravity might theoretically be determined, but 
again up and down cannot be distinguished nor forward and aft. How to release 
the floating masses without imparting to them ever so small an impulse will 
pose an exceedingly difficult mechanical task, even if they be submersed in a 


1 As a matter of fact, the Sun and the Moon also exert tidal types of influences. 
The gravitational field strengths of Sun and Moon are of the order of 1/1500 and 
1/30 000 of that of the Earth at the orbit of an artificial satellite. Hence the forced 
oscillation due to these bodies should be very weak and imperceptible. The same is 
true of the Earth’s asphericity. 

2 It will be noted that one third of this force, namely 2? e is simply accounted for 
by the centrifugal force of the two masses rotating about their common center as 
they participate in the orbit motion of the satellite and its own moonlike rotation. 





Vol 
3 
195’ 





Satellite Librations 21 


lighter or heavier liquid in front of a microscope. Also, the problem of accounting 
for orbital ellipticity, any hyperlunar rotation or any oscillation of the cabin 
at the instant of release, which can readily produce centrifugal forces of 
comparable or even greater magnitude, remains a ‘‘rub’’. How to sense the 
direction to the nearest gravitational center remains a very elusive problem. 

Nevertheless, it is quite plausible, as astronomers infer, that some pendulum 
effect has played a role in stabilizing the Moon in a configuration where it points 
a major axis towards the Earth, assuming that viscous lava tides were at work 
long ago to slow the movement down to very small oscillations which may still 
persist. Of course, the Moon is not shaped like a dumbbell but known to be more 
like a triaxial ellipsoid indeed pointing toward the Earth. To compute its 
oscillation one would have to replace 2 m e” on the left side of eq. (4) by the true 
moment of inertia, which would be of the order of 0,4 M rv? where M is the Moon’s 


mass, | 0,4 r its effective radius of gyration? and on the right side one would have 
to integrate over the Moon’s volume with due regard to the appropriate angle 
of each particle off the major axis. One could still consider the symmetrical 
body as made up of a multitude of elementary dumbbells but the values replacing 
2 me? are no longer the same on both sides of the equation. Hence the numerical 
factor in eq. (6) becomes less than 3, when ¢ is commensurable or small compared 
to the dimensions of the body and it tends to diminish with ¢/7 so that the period 
of the oscillation becomes the longer, the closer the ellipsoid resembles a sphere. 
The problem of determining the oscillation period precisely for a massive 
nearly spherical prolate ellipsoid of revolution (prolate spheroid) is solved in 
Appendix II. As developed there, the plane libration oscillation is an undamped 
harmonic oscillation whose frequency, so long as the amplitude is small, is 


(20) 


where a is the long semi-axis (the figure axis), and } is the shorter semi-axis of 
the ellipse, or ¢ is the numerical eccentricity. 

For small eccentricity where e < 1 (and ipso facto «<< /2), i.e., for a nearly 
spherical ellipsoid, the frequency is close to 


@ = //3/2 éeQQ. (20 a) 


This compares with /3 {2 of the dumbbell [eq. (9)}| but for the factor ¢ | 2 which 
illustrates how the oscillation becomes slower as the eccentricity decreases, so as 
to degenerate into complete loss of any restoring moment for the homogeneous 
sphere itself. 

The actual oscillation of a non-spherical body revolving in equilibrium in a 
circular orbit need not lie in the plane of revolution. There may be a component 
in the elevation plane normal to the orbit as well. The two components may have 
different amplitudes and any phase difference at some instant. For a satellite 
having the shape of a body of revolution, the frequency of any two components 
would be the same and their phase relationship would persevere. 

For a tri-axial ellipsoid, however, the above calculations are not precisely 
applicable, even if the departure of the shape from a spheroid is small, as is the 
case of the Moon. Here the two frequencies are not quite the same and the 
motion may run through a gamut of Lissajous figures described by its axial poles. 
While a precise integration would have to take the ellipticity in the 9 azimuth 
sense into account — and the procedure is obvious — a reasonably good 
approximation of the libratory frequencies of the Moon may be expected from its 
treatment as a prolate ellipsoid of revolution either inscribed or circumscribed to it. 
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According to Ref. [4], p. 170, the Moon has a major diameter of 2 a = 2161 
miles and its polar (2 6) and equatorial (2 c) transverse diameters are 1.35 and .45 
miles shorter. This makes the eccentricities 


& = \/2 (a — d)ja = 0.0354 in the polar plane and 
= | 2 (a —c)la = 0.0202 in the equatorial plane. 
Hence, with \/3/2 = 1.225: the frequency and periods are 
wp = 2/23, T, = 23 lunar months 
We = 2/40, T, = 40 lunar months. 


The real frequencies of the Moon’s oscillation should be bracketed between 
these extremes; at any rate the periods would be of the order of 2 to 3 years. 
This would be too slow for easy detection. In reality any oscillation of the type 
here considered would be rather obscured by other perturbations of greater 
magnitude and higher frequencies. Most important of these is the one caused 
by the fact that the Moon does not travel on a circular orbit at constant speed 
around the Earth but it describes a noticeably elliptical orbit on which its 
circumferential speed varies according to KEPLER’s law of areas. This introduces 
a forcing function whose period is one lunar month; it produces geometrical 
amplitudes of several degrees. 

What the terrestrial astronomer can observe of the apparent librations of 
the Moon is usually divided into “geometrical” and “physical” phenomena. 
The well-known geometrical librations arise from the geometry of the Moon- 
Geocenter-Observer constellation, without involving any pendulum dynamics, 
Ref. [1], p. 123, and [2], p. 255: 

“1. A libration in latitude results from the inclination of about 61/,° between 
the Moon’s equator and the plane of its orbit. At intervals of two weeks the 
lunar poles are tipped alternating toward and away from us; at times we can 
see 61/,° beyond the north pole, at other times the same distance beyond the 


south pole. 
“2. Librations in longitude are brought about by the failure of the Moon’s 


rotation and revolution to keep exactly in step throughout the month, although 
they average out together at the end. The Moon’s rotation, like the Earth’s, 
proceeds at a very nearly uniform rate; but the revolution is not uniform, because 
the moon’s orbit is an ellipse and the orbital velocity varies between a minimum 
at the apogee and a maximum at the perigee which two radii vectors differ by 
as much as 13%. Thus the Moon seems to rock in an east and west direction, 
allowing us to see as much as 73/,° farther around in longitude at each limb than 
we could otherwise. 

“3. A diurnal (parallactic) libration is produced by the Earth’s rotation. 
Even if the other librations were absent, so that the same hemisphere were 
turned always toward the Earth’s center, an observer stationed somewhere on 
the surface of the Earth would still view the Moon from slightly different direc- 
tions during the course of the day and night, and therefore see slightly different 
hemispheres. From his elevated position nearly 4000 miles above the center of 
the Earth, the observer can see at most one degree farther over the western edge 
at moonrise, and the same amount over the eastern edge at moonset.”’ 

Superimposed upon these apparent geometrical variations there should be 
a real physical libration of pendulous character like the one studied before, but 
its orbital forcing frequency of a period of one lunar month is so much faster 
than its natural response frequency of several years that the reaction of the Moon 
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to it must be largely suppressed in the manner of the sluggishness of a torsional 
seismometer mass, which hardly follows the urge of its very weak spring system. 


It may be in order to recall that when we set out to explore what manifesta- 
tions of a predominant gravitational field center can be demonstrated merely 
by ponderometric devices on board a satellite traveling in a circular orbit around 
a central body we were, in a way, begging the question, because the knowledge 
of the orbit being circular would already constitute some ‘‘extraneous’’ informa- 
tion presumably acquired by other than ponderometric means. This observation 
prompts one to pose the more general query: What manifestations of the external 
gravity field can possibly be observed by ponderometric devices on board a 
satellite traveling on an orbit whose parameters with respect to the astral body 
or bodies in its vicinity are not precisely known? It would seem that this query 
is closely related to the question of how can tidal observations be interpreted in 
terms of influences on Earth arising from the attractions of the Sun and the Moon 
and how could the presence and relative motion of these three bodies be inferred 
from tidal or seismic observations if these motions were not already otherwise 
known. It is clear that such observations, even if they were made by means 
of instruments arranged in a more systematic configuration than the accidental 
distribution of the oceans on the Earth, would in general disclose a complex 
spectrum of oscillations of stress or strain. Upon analysis, their persistent 
frequency components might be correlated to hypothetical forcing functions, 
but it is not obvious how the natural frequencies of a pendulous libration can be 
distinguished from an orbital influence. The latter (tidal) phenomena will have 
twice the frequency of the orbital revolution (» = 22) independently of the 
instrument configuration; on the other hand the frequency of a pendulous 
libration would depend on the instrumental configuration as well. It could be 
made quite commensurable with the orbital frequency and it is easy to slow it 
down to any desired degree. Curiously enough a synchronism of pendulous 
libration with orbital motion could be maintained by a satellite body so 
constructed that its dynamic behavior would be equivalent to that of a homoge- 
neous massive ellipsoid of revolution of slenderness a : 6 = /2, because for this 
shape (a? — b?)/(a2 + b?) = 1/3 so that, according to eq. (20) of Appendix II, 
@ =. On the other hand, there seems to be no way of producing a pendulous 
libration faster than /3Q which is the extreme case of the dumbbell. Installa- 
tion of several instruments of different configurations and frequencies, notably 
harmonics, may make it possible to apply damping between them; when they 
eventually attain parallelism, they should point to the gravity center, but at 
best it would take many orbital periods to approach this condition. Therefore, 
even this scheme is up against serious limitations. 


Appendix I 


Integration of Equation of Dumbbell Oscillation 


The detailed steps in integrating eq. (6) are as follows 


¢=- 3 Orsin2g 


¢ = dd|dt = $+ ddidd = d(g?/2)/dd. 
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d(¢2/2) = — OP sin 2424 
j 2 
s = — 22cos244+C 
2? cos 2¢) + C where = gp» is the amplitude. 


22? (cos 26 — cos 2 dy) 


dbjdt = = | — (cos 2¢ — cos 2 dp) 


na —_238@ 
Q cos 24 — cos 2 dy 
fos) 
ad \2 3 | dd - 


7 pee 


[cos 26 — cos 2 $y 


¢ 


TP. | dd m 


sin? $, — sin? 


counting ¢ from the position of symmetry, ¢ = 0. 


Appendix II 


Plane Libration of a Prolate Spheroid 


A satellite in the form of a massive prolate ellipsoid of revolution is assumed 
to revolve in a steady circular orbit around the Earth. It rotates so as to show 
the same pole of its major axis to the Earth, except for a small angular oscillation 
(libration) superimposed to this rotation. 

Let a Cartesian coordinate system uv w be defined as having its origin in 
the mass center of the satellite, its w axis coincident with the radius vector from 
the Earth center, while the v and wu axes are in and normal to the plane in which 
an oscillation of the long figure axis (a) of the spheroid against the radius vector 
axis w lies. (This plane may be conceived as coincident with the plane of the 
orbit, but the solution is not confined to this restriction.) At the instant ¢ the 
angular excursion between a and w shall be denoted by ¢. In order to break 
down the mass of the spheroid into infinitesimal particles it is convenient also 
to introduce a cylindrical coordinate system X, y, 6, solidly and symmetrically 
anchored in the ellipsoid, where X is the axial coordinate, y the radius in the 
body of revolution which assumes the value Y at the surface, and 6 in the azimuth 
angle counted from the wu direction, as illustrated in Fig. 2. 

An increment of mass in the prolate spheroid having a density @ is: 

dm =oyd6dydx. 

The distance of this increment above (or below) the u v-plane is 

w= Xcos¢+ ysinOsing, 


cf. Fig. 3. 
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For very small ¢ this is, with close approximation 
w= X + (ysin 9) ¢. 


ysinOsin gp 


XC0s O 








Fig. 2 


Since the prolate spheroid is symmet- 
rical about the vw plane, it suffices to 
consider the moment of 2 dm integrated 
from § = —2/2 to 4-2/2, and acting 
on the arm / which is the distance from 
the projection of the increment dm on 
the vw plane to the center of mass, cf. 
Fig. 4. If dF be the incremental force 
acting on 2 dmand a be the angle of / with 
respect to the v axis then the incremental 
moment = /dI cosa where the leverage 
is, as readily gleaned from Fig. 4: 

lcosa= X sind — ysinfcos¢ (10) 
which for small ¢ is approximately 
cosa = X¢— ysin#. (10 a) 

Analogous to eq. (2) the incremental 
torque due to the gravitational attrac- 
tion on each antisymmetrical pair of 
increments of mass above and below the 
uv plane as per (10) (situated symmet- 
rically with respect to the center of 
mass of the spheroid) is 

dT =2dmg R*rlcosze (1/r,3 — 1/r,°) 
(11) 
where r, =7 (1 — (l/r) sing] 
and r= 7 (1+ (l/r) sing]. 
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Approximating 
1/r,3 = (1/r3) [1 + (3/r) Zsin a] 

and (13) 
1/r.3 = (1/r3) (1 — (3/r) lsina). 

Noting that for the circular orbit gR?/r? = Q?, the incremental restoring 
moment caused by the anti-symmetrical pair of symmetrical 2 dm acting on 
the leverage (10) now reads: 

dT = — 2dmQ?-6(X cosdé + ysin @ sing) - (X sind — ysin@cos¢) (14) 
and for small ¢: 
dT =~ — 12dmQ?(X + ydsing)- (X¢ — ysin 9) 
= — 12dmQ? (X24 — X ysin6@ — y* ¢sin? 6). 
The torque equation becomes: 
n/2 y 


I¢= — 122760 | ao [ ax y (x29 — x ysind — 92 psin®9) 


—x/2 0 


(14 a) 


Integrating 6 from — 2/2 to 2/2, sin 6 drops out and 


a ¥ 
I¢=-— 20% ox¢ | dX [ vay (X2 — y?/2) 
0 0 


I¢=—62ond [ exe veya dX. 
é 


For the generatrix ellipse Y?/b? + X?/a2 = 1 where a and 6 are the semi- 
major and semi-minor axes. Therefore: 


Y? = b? — (b/a)? X?. (15) 
This transforms the integral of eq. (14 b) into 
— (b?/4) - fax + (b? + b4/2 a?) - [ eax — (b?/a? + b4/4 a?) - [ xsax = 
0 0 6 
2 


= 754 b?(a? — b?), (16) 


I$ = — O29 aba? — 0%). (17) 


The moment of inertia of the prolate spheroid about the w-axis is 


Thus the frequency of the simple harmonic motion is defined by 


(4/5) 2 9 a b?(a? — b?) 
Bx. 
©” ~ (4/15) 7 9 a b%(a2 + 62) sai 








Satellite Librations 


ope 
o= a| 3 (a? + 88) 
which is less than the frequency of the dumbbell by the fraction 


= 


a 


Introducing the numerical eccentricity ¢ of the ellipse by the notation: 


The frequency wm becomes 


For small eccentricities this is 


slower than the dumbbell frequency in proportion to the fraction e/|/2. 
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Uber Systeme mit chemisch reagierenden Komponenten 
im Gleichgewicht 


I. Die Berechnung der Gemischzusammensetzung! 
Von 
H. J. Kaeppeler und G. Baumann?, GfW 


(Eingegangen am 14. April 1956) 


Zusammenfassung. Auf Grund statistischer Betrachtungen iiber chemische 
Reaktionen im Gleichgewicht werden die Ableitung der Gleichgewichtskonstanten 
fiir solche Reaktionen im isotherm-isochoren und isotherm-isobaren Fall sowie Be- 
ziehungen zu deren Berechnung aus tabulierten Werten der thermodynamischen 
Funktionen von Einzelgasen dargestellt. 

Die Betrachtungen tiber einzelne chemische Reaktionen werden dann auf be- 
liebige Systeme mit chemischen Reaktionen im Gleichgewicht verallgemeinert. Ein 
Gleichungssystem fiir eine beliebige Zahl von Komponenten und fiir beliebig viele 
chemische Reaktionen wird abgeleitet sowie ein allgemeines Loésungsverfahren fiir 
dieses System angegeben. Die Anwendung des vorgelegten Verfahrens ist an Hand von 
Beispielen aufgezeigt. 

Dieses verallgemeinerte Verfahren laBt sich sofort auf beliebige konkrete Falle 
chemischer Reaktionen anwenden und ist vor allem fiir komplizierte Systeme ge- 
eignet. Die Eignung des Verfahrens sowie die Konvergenzverhaltnisse bei der Lésung 
wurden an Hand von Rechnungen mit Hilfe elektronischer Rechenanlagen und mit 
Handrechenmaschinen erprobt. 


Abstract. Based on statistical considerations on chemical reactions in equilibrium, 
the derivation of the equilibrium constants for such reactions in the isothermal- 
isochoric and isothermal-isobaric cases, as well as relations for their calculation from 
tabulated values of thermodynamic functions of individual gases, are presented. 

The considerations on individual chemical reactions are then generalized for 
arbitrary systems with chemical reactions in equilibrium. A system of equations for 
an arbitrary number of components and for an arbitrary number of chemical reactions 
is derived, and a generalized method of solution for this system is given. The applica- 
tion of the presented method is elaborated with the aid of examples. 

This generalized method can immediately be applied to concrete cases of chemical 
reactions and is particularly suited for complicated systems. The applicability of 
the method, as well as the convergence behavior of the solution, was tested with the 
aid of computations using electronic equipment as well as ordinary desk computers. 


Résumé. L article présente le calcul des constantes d’équilibre des réactions 
chimiques isotherme-isochores et isotherme-isobares et les relations nécessaires pour 
l'utilisation des tables des fonctions thermodynamiques des gaz constituants. Les 
considérations statistiques sur l’équilibre des réactions chimiques individuelles sont 


1 Vorgetragen beim VII. Internationalen Astronautischen KongreB in Rom, Sep- 


tember 1956. 
* Forschungsinstitut fiir Physik der Strahlantriebe, Stuttgart-Flughafen, Bundes- 


republik Deutschland. 
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alors étendues aux systémes d’une complexité arbitraire, et une méthode générale 
de solution est présentée et illustrée par des exemples. 

Cette méthode générale est d’application directe aux cas concrets et particuliére- 
ment avantageuse pour les systemes complexes. 

La convergence de la solution a été éprouvée a |’aide de calculs numériques sur 
machines électroniques et machines de bureau. 


Die Behandlung von Systemen mit chemisch reagierenden Komponenten im 
Gleichgewicht erfolgt wie bekannt mit Hilfe zweier Typen von Gleichungen, 
nadmlich der Gleichungen fiir die Einzelreaktionen und der Atombilanzgleichungen. 
Die Reaktionsgleichungen geben die Umwandlungen zwischen den einzelnen 
Komponenten des Systems an, die Atombilanzgleichungen stellen eine Ver- 
bindung zwischen diesen einzelnen Reaktionsgleichungen her. Die Aufstellung 
solcher Gleichungen ist keinerlei Schwierigkeiten unterworfen und kann sofort 
durchgefiihrt werden, wenn die einzelnen Komponenten des Systems, zumindest 
aber die Ausgangskomponenten bekannt sind. Wahrend die Atombilanzglei- 
chungen linear sind, handelt es sich bei den Reaktionsgleichungen um nicht- 
lineare Gebilde, so daB hier im Gesamten ein simultanes System nichtlinearer 
algebraischer Gleichungen vorliegt, das nun gelést werden soll. Diese Lésung 
ist nicht immer einfach. Sie kann sogar mit erheblichen Schwierigkeiten ver- 
bunden sein, wenn eine sehr groBe Zahl von Komponenten verschiedenster Art 
vorhanden ist. Gerade wegen dieser Schwierigkeiten ist es von Interesse, ein 
Lésungsverfahren zu haben, das allgemein verwendbar ist, das heiBt ohne weitere 
Uberlegungen sofort auf den speziellen Fall angewendet werden kann. Gleich- 
zeitig ist es wiinschenswert, daB dieses Verfahren in einer Schreibweise vorliegt, 
deren Anwendung keine speziellen Kenntnisse der Chemie voraussetzt. 

Es diirfte somit interessant sein, zu untersuchen, ob die Erfassung solcher 
Gleichungssysteme in allgemeinster Form méglich ist, derart, daB aus einem 
solchen verallgemeinerten System unmittelbar jeder Spezialfall hergeleitet werden 
kann. Dabei soll eine solche Spezialisierung sofort auf ein Gleichungssystem 
mit geeigneten Variablen in einer fiir praktische Rechnung geeigneten Form 
fiihren. Das Verfahren soll dann fiir elektronische Rechengerate und fiir manuelle 
Rechnung gleich geeignet sein. Der Vorteil einer solchen allgemeinen analy- 
tischen Theorie diirfte auch darin liegen, daB gewisse allgemeine Aussagen tiber 
chemisch reagierende Systeme moglich sind, die man zumeist bei Spezialfallen 
nicht ohne weiteres erkennen kann. AuBerdem wird damit das empirische Vor- 
gehen, das im allgemeinen eine eingehende Kenntnis der Materie voraussetzt, 
durch eine analytische Methode abgelost. 

Bisher erfolgte die Berechnung von Systemen mit chemisch reagierenden 
Komponenten zumeist auf empirischer Basis fiir ganz spezielle Ausgangszu- 
sammensetzungen der Gemische. Es wurden zunachst die thermodynamischen 
Reaktionsgleichungen aufgestellt sowie die Atombilanzgleichungen angegeben. 
Die zusatzliche Bedingung, daB die Summe aller Partialdrucke gleich dem Ge- 
samtdruck ist, bzw. daB die Summe aller Konzentrationen gleich Eins ist, fiihrte 
dann insgesamt auf die erforderliche Zahl von Bestimmungsgleichungen fiir die 
vorhandene Zahl von Unbekannten. Die Reduzierung eines solchen Gleichungs- 
systems auf eine fiir praktische Rechnungen handliche Form beruhte auf ent- 
sprechender Erfahrung. 

Bekannt geworden sind die klassischen Verfahren besonders von DAMKOHLER 
und EpsE [1] und von M. R. von STEIN [2]. Wahrend DAMKOHLER und EDSE 
sich an ein spezielles Problem, namlich die Berechnung von Feuergaskom- 
ponenten, halten, versuchte von STEIN in seiner Arbeit iiber die Verbrennung 
von Gasél in Sauerstoff [2] bereits ein verallgemeinertes Verfahren anzugeben. 
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Es ist nun fiir solche verallgemeinerte Verfahren charakteristisch, daB8 ihre 
Art fast immer durch den Lésungsweg gekennzeichnet ist. Man wird also ein 
verallgemeinertes System mit verschiedenen Lésungswegen fast stets verschieden 
behandeln. Gemeinsam aber ist allen die physikalische Grundlage, namlich die 
Reaktionsgleichungen und die Atombilanzen. 

Der Lésungsweg, den vON STEIN vorschlug, ist ein Eliminationsverfahren, 
welches das simultane System auf eine einzige nichtlineare Gleichung reduziert. 
Es ist die Ansicht der Verfasser, daB eine solche Reduktion im Falle sehr vieler 
Komponenten und vielfaltiger Ausgangssubstanzen, das heiBt einer gréBeren 
Zahl verschiedener Atomarten, sehr miihsam wird und eine Reihe von Fehler- 
quellen bereits beim Aufstellen der zu verwendenden Gleichung enthalt. 

Da die Berechnung von Komponentenkonzentrationen besonders im Zu- 
sammenhang mit Feuergasrechnungen interessierte, wurde in einer Reihe von 
Arbeiten das System C-H-O-N (Kohlenstoff, Wasserstoff, Sauerstoff, Stick- 
stoff) {3, 4, 5, 6, 7) behandelt. Ebenso wurden graphische Lésungswege [8] und 
Naherungsverfahren [9] untersucht. 

Die Bemiihungen, solche Lésungsverfahren zu verallgemeinern, wurden nach 
M. von STEIN von anderen Autoren weiterverfolgt, z. B. von HuFF und Mit- 
arbeitern [10], BRINKLEY [11], 12], KRIEGER und WHITE [13], und von MaGort- 
Cuvru [14, 15]. Diese Arbeiten sollen im folgenden etwas naher betrachtet werden. 

Der von HuFF und Mitarbeitern [10] vorgeschlagene Weg zur Lésung des 
auftretenden Gleichungssystems ist die NEWToNsche Form des _ Iterations- 
verfahrens, das hei®t, die Funktionen werden um den Loésungspunkt in eine 
TAYLOR-Reihe entwickelt, die mit dem ersten Glied abgebrochen wird. Dieses 
Verfahren wird bei HuFF an Hand eines speziellen Beispiels fiir zwei nichtlineare 
Gleichungen gezeigt. Die Beziehungen fiir eine beliebige Zahl von nichtlinearen 
Gleichungen werden nicht angegeben. Bekanntlich entsteht dabei ein System 
linearer Gleichungen fiir die neuen Ausgangswerte der Variablen, zu dessen 
Lésung bei HuFrF ein Matrizenverfahren vorgeschlagen wird. Dieses Verfahren 
ist besonders fiir manuelle Rechnung entwickelt. Seine direkte Ubertragung fiir 
elektronische Gerate diirfte einige Schwierigkeiten bereiten. Das Aufstellen der 
Ausgangsgleichungen bei HurF erfordert gute Sachkenntnis. Hurr und Mit- 
arbeiter berichten, daB mit ihrem Verfahren bereits viele Falle gerechnet worden 
sind und daB in jedem Fall das NEwtonsche Naherungsverfahren konvergierte. 

BRINKLEY [l1, 12] bringt nun bereits eine verallgemeinerte Theorie der 
chemischen Reaktionen im Gleichgewicht. Er versucht, die bisherigen empiri- 
schen Verfahren durch einen analytischen Formalismus zu ersetzen. Es gelang 
ihm eine sehr allgemeine, wenn auch komplizierte Formulierung des Systems. 
Wie KRIEGER und WHITE [13} bemerken, erfordert die Verwendung des Ver- 
fahrens von BRINKLEY sehr spezielle mathematische Kenntnisse. Andererseits 
verwendet BRINKLEY auch zwei getrennte Iterationsvorgange zur Lésung des 
nichtlinearen Gleichungssystems. 

Wahrend das Verfahren von BRINKLEY bisher nur mit Hilfe von Hand- 
rechenmaschinen verwendet wurde, haben KRIEGER und WHITE ihre Methode bei 
Verwendung von Handrechenmaschinen und Lochkartensystemen erprobt. In 
neuerer Zeit soll BRINKLEY auch sein Verfahren auf Lochkarten-Maschinen ver- 
wenden [16]; eine diesbeziigliche Veréffentlichung ist jedoch den Verfassern nicht 
bekannt geworden. Nach derselben Mitteilung [16] sollen HIRSCHFELDER und 
Mitarbeiter auch elektronische Rechengerate fiir die Berechnung von Kom- 
ponentenkonzentrationen verwenden, wobei jedoch die Zahl der Komponenten 
12 nicht tiberstiegen haben soll. Das Verfahren von HIRSCHFELDER und Mit- 
arbeitern ist den Verfassern nicht bekannt geworden. 
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KRIEGER und WHITE verwenden nur einen einzigen IterationsprozeB an Stelle 
von zweien bei der Methode von BRINKLEy. Das Verfahren von KRIEGER und 
WHITE stellt im wesentlichen eine starke Vereinfachung der Methode von 
BRINKLEY dar. 

Es ist BRINKLEY zwar gelungen, eine sehr allgemeine Formulierung des 
Systems zu bringen, doch sind erhebliche mathematische und thermochemische 
Kenntnisse erforderlich, um dieses Verfahren anzuwenden. Die Reduktion der 
allgemeinen Gleichungssysteme auf ein spezielles Problem ist nicht ohne weiteres 
ersichtlich. Bei KRIEGER und WHITE werden zwar die mathematischen Schwierig- 
keiten weitgehend beseitigt, dies geht jedoch wesentlich auf Kosten der Allge- 
meinheit des Formalismus. 

Gleichzeitig ist bei beiden eben diskutierten Verfahren der Lésungsweg nur 
angedeutet und nicht so explizit gegeben, als man mit den angegebenen 
Gleichungen z. B. bereits eine Programmierung des Lésungsvorgangs durch- 
fiihren kénnte. Es ist ferner noch zu bemerken, daB fiir viele elektronische 
Rechenanlagen die Matrixschreibweise bei der Programmierung nicht ohne 
weiteres geeignet ist. 

Eine der allgemeinsten Behandlungen chemischer Reaktionen diirfte von 
MaGot-Cuvru in Angriff genommen worden sein [14, 15}. Hiervon interessiert 
an dieser Stelle im besonderen die Systemschreibweise und der Lésungsweg. 
Wie bereits oben erwahnt, hangen beide meist sehr eng zusammen. MAacot- 
CuvRU verzichtet auf eine Substitution der Reaktionsgleichungen in die Atom- 
bilanzgleichungen zur Elimination von Komponenten auBer den gewahlten Basis- 
komponenten. Als Zahl der Unbekannten steht bei ihm die Gesamtzahl der 
Komponenten. Sein System erfordert nun die Entscheidung, in welcher Reihen- 
folge die vorhandenen Gleichungen berechnet werden miissen. Diese Reihenfolge 
ergibt sich so, da zuerst eine Komponente geschatzt wird. Dann wird eine 
Gleichung herangezogen, in welcher nur die geschatzte Komponente und eine 
weitere Komponente enthalten sind, womit diese weitere berechnet wird. Mit 
diesen beiden Komponenten wird dann eine dritte gerechnet usw. Der Rechen- 
weg wird in einem Schema veranschaulicht. Der Lésungsweg ist dann ein reines 
Iterationsverfahren. Es werden zuerst zwei Werte geschatzt und das System 
durchgerechnet. Mit diesen beiden Punkten kann man hierauf eine lineare Extra- 
polation zur Nullstelle durchfiihren, die dann als Verbesserung fiir dén Aus- 
gangswert verwendet wird. 

Der Grund, warum hier nicht die Verwendung eines einfachen Iterations- 
verfahrens vorgeschlagen wird, sind die manchmal nicht unerheblichen Konver- 
genzschwierigkeiten, die man bei solchen Verfahren findet und die mit wachsen- 
der Zahl der Komponenten zunehmen. Insbesondere treten dann bei der Ver- 
wendung elektronischer Rechengerate Schwierigkeiten auf, da man unter Um- 
standen die Konvergenzkriterien mitprogrammieren muB und der Maschine die 
Entscheidung iiberlassen wird. Derartige Programme erfordern meist sehr groBe 
Anlagen und ausgedehnte Voruntersuchungen. Fiir C-H-N-O-Systeme mit einer 
Komponentenzahl bis zu 12 wurde beim Jet Propulsion Laboratory [17] ein 
relativ einfaches Programm entwickelt ; es nehmen jedoch die Schwierigkeiten mit 
dariiber hinaus wachsender Komponentenzahl so rasch zu, daB es ratsam 
scheint, das sicher konvergierende NeEwtonsche Verfahren ausschlieBlich zu 
verwenden. 

Bei der Berechnung von Komponentenkonzentrationen der Feuergase von 
Oktan-Luftgemischen [18] mit einer relativ groBen Komponentenzahl wurde die 
Erfahrung gemacht, daB bei der Lésung mit Hilfe einer CPC-Lochkarten-Anlage 
keines der allgemein iiblichen Iterationsverfahren auBer dem NeEwrTonschen 
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konvergierte. Uber Einzelheiten der reinen Programmierung jedoch soll an 
anderer Stelle berichtet werden. 

Aus diesen vorhergehenden Bemerkungen haben sich bereits eine Reihe 
wesentlicher Gesichtspunkte herausgeschalt, die bei der Darstellung eines ver- 
allgemeinerten Systems nach Ansicht der Verfasser zu beriicksichtigen waren. 
Zunachst diirfte das zu wahlende Lésungsverfahren fiir das simultane System 
nichtlinearer algebraischer Gleichungen festliegen: namlich das NEwrTonsche 
Verfahren in seiner Verallgemeinerung fiir Gleichungssysteme. Dann soll das 
Lésungsverfahren fiir das entstehende lineare System fiir die verbesserten 
Variablen méglichst nicht mit einem Matrix-Schema operieren. Es kommen hier- 
fiir also im wesentlichen die Verfahren von Gauss oder von GAUSS-BANACHIEWICZ 
in Frage, wobei dem zweiten bei gréBerer Zahl der Variablen der Vorzug zu geben 
ist. Das NEwtonsche Verfahren bedingt die Reduzierung der Komponenten auf 
die Basiskomponenten durch Substitution der Reaktionsgleichungen in die 
Atombilanzen, damit bei der Bildung der Ableitungen tatsachlich auch die 
Anderung einer Komponente infolge der Anderung der anderen ausgedriickt wird. 
Dann miissen alle Gleichungen in einer verallgemeinerten Form so vorliegen, daB 
ohne weitere Zwischeniiberlegung durch méglichst nur eine einzige einfache 
Operation sofort alle Gleichungen vorhanden sind, mit denen gerechnet werden 
soll. Diese Gleichungen sollen so vorliegen, daB sie entweder sofort fiir eine 
elektronische Anlage programmiert oder aber mit Hilfe von Handrechenmaschinen 
gelést werden k6nnen. 

Das Einarbeiten in ein solches verallgemeinertes Verfahren wird vermutlich 
gewisse mathematische Kenntnisse voraussetzen, doch sollen diese iiber die- 
jenigen nicht hinausgehen, die bei der Programmierung elektronischer Rechen- 
gerate allgemein gefordert werden. Physikalische und chemische Kenntnisse 
werden bei der Anwendung des Verfahrens nicht gefordert. 

Bei der Aufstellung eines solchen verallgemeinerten Systems wird notwendiger- 
weise von ganz prinzipiellen Postulaten ausgegangen. Die Betrachtung einer 
Einzelreaktion wird erweitert auf eine beliebige Vielfalt von Reaktionen, fiir die 
chemisches Gleichgewicht gefordert ist. 

Eine chemische Reaktion, an welcher m Substanzen der Art X;—,, teilnehmen, 
um # Substanzen der Art X;,,, zu bilden, ist darstelibar durch die Bezie- 
hung 
VX + Ve Xgt 22. + Ym Xm= mg Xm41 t Vm4e 2 Xme2t --. + MminAmin + Qo 

(1) 
Hierbei kénnen », Molekiile der Sorte X, und », Molekiile det Sorte X, usw. 
unter Freiwerden der Energie gy > 0 in v» 41 Molekiile der Sorte X,,.1 usw. um- 
gesetzt werden. Die Energie go, die als Reaktionswarme bezeichnet wird, be- 
zieht sich auf eine Reaktion am absoluten Temperaturnullpunkt. Das Zeichen = 
driickt bekanntlich die Reversibilitat des Vorgangs aus. Sind insgesamt N; 
Molekiile der Sorte X; vorhanden, so gilt fiir die Anderung der Gesamt- 
zahlen 
Dil, 2 ON eg: ns 105 te 1 Oss Oe: »:. 5. [Oy = 
= Py My snes coe 2 ms (— Mota) © (— Ymge) 2... 00. 2 (— Mm). 
Die Bedingung fiir das Vorhandensein chemischen Gleichgewichts in einem 
isotherm-isochoren System ist bekanntlich, daB bei einer Variation der N; 


dF =0, 
mit der Nebenbedingung 67 = 0, 6V = 0. 


(2) 


(3) 
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Gleicherweise ist die Gleichgewichtsbedingung fiir ein isotherm-isobares System, 
daB bei einer Variation der N; 


6G = 0, 
mit der Nebenbedingung 67 = 0, 6p = 0. 
Dabei ist F die freie Energie des gesamten Systems, G die freie Enthalpie des ge- 
samten Systems, T die absolute Temperatur, V das Gesamtvolumen und # der 
Gesamtdruck. Die Aufgabe besteht offensichtlich darin, mit Hilfe der Bedin- 
gungen (3) und (4) explizite Ausdriicke fiir die N; abzuleiten. Zu diesem Zweck 
miissen die beiden GréBen F(T, V) und G(T, p) bekannt sein. 

Neben der Bedingung des Vorhandenseins chemischen Gleichgewichts im 
reagierenden System ist auch thermodynamisches Gleichgewicht, das heiBt die 
Giiltigkeit der MAXWELL-BoLTtzMANNschen Energieverteilung, vorausgesetzt. 
Danach ist die Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines Energieniveaus EF, ge- 
geben durch C: g, cor e wobei g, das statistische Gewicht des n-ten Niveaus 
ist. Die Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines beliebigen Niveaus iiberhaupt 
ist Cd, on e EnikT i, we Zaks gre 1/C =Z. Dieser Ausdruck ist 
als Zustandssumme bekannt. Insbesondere ist die Zustandssumme eines Mole- 
kiiles der Sorte X; 

% —E, /kT / kT ~ 

4 dae En; é mi 7 8 ‘ ai ° (5) 

Die Zahlung der Energieniveaus «,, erfolgt dabei von einem beliebigen Wert wo, 

aus. Geeigneterweise wird willkiirlich festgesetzt, daB unter diesem Bezugs- 

wert wo, der Energiezustand zu verstehen ist, der am absoluten Temperatur- 

nullpunkt bei allen Molekiilen der Sorte X; als einziger besetzt ist. Die Zu- 

standssumme eines Molekiils der Sorte X; hangt mit der Gesamtzustandssumme 
der 7-ten Komponente im System zusammen durch [19] 


ea (3) E (6) 


(4) 


N; 
wobei e die Basis der natiirlichen Logarithmen ist. Freie Energie F; und freie 
Enthalpie G,; der N,; Molekiile der Sorte X; sind dann 


a C 2; ez 
F;= —kTlnZ;= — N;k rh = — warn") N; Ug; 


und 
G,=F;+6,V =F, + N,RT. 


Damit werden freie Energie F und freie Enthalpie G des Gesamtsystems 


(9) 
und 


~ 


G= 2) G=—-kT DS) Niinz*+kT 3 NiinNi+ DS) Nite, 


oder auch 


— (F —U,)/k T= 3" N,inz* — >’ N, (InN; —1) 


Astronaut. Acta, Vol. III, Fasc. 1 
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—(G— Ok T= S’ Niinz* — S” Nin, (10 a) 


Damit kann nun eine Explizierung der Bedingungen (3) und (4) erfolgen. 
Zunachst soll der isotherm-isochore Fall behandelt werden. Sind insgesamt 
die Komponenten 7 = 1, 2, .../, m, ... g vorhanden, von denen aber nur die 
Komponenten 7 = 1, 2, ... / an der Reaktion teilnehmen, so daB also 6N; = 0 
fiir «7 > m ist, dann wird nach Gl. (9) unter Verwendung von Gl. (2) 
: I 1 1 
oF 


> i al ] 2. 
b ” dedi 2 yin 2;* + \ y,inN;+ nae 3 Vj Uo.» (11) 


a RI 


i=l 


oder auch 


> v; ¥) =: KY V) : (12) 
t=1 
wobei nun K{'’"? die auf die Teilchenzahl bezogene Gleichgewichtskonstante fiir 
die isotherm-isochore Reaktion ist. 2%; %, ist gleich der Warmeténung der 
Reaktion Gl. (1) am absoluten Temperaturnullpunkt, also 2¥; uj, = gy. Damit 
wird die auf die Teilchenzahl bezogene Gleichgewichtskonstante fiir die isotherm- 
isochore Reaktion 
, Vv: u v e 
KG sc IT N;' = Il zt‘ e- Gok T , (13) 
i=l] $=1 
Auf dieselbe Art und Weise erhalt man die Gleichgewichtskonstante fiir den 
isotherm-isobaren Fall, wobei jedoch zu beachten ist, da z;* bei der Variation nun 
nicht mehr konstant bleibt. Aus den Gln. (8) und (4) folgt 
q l 
fe ~ | i N; 7 ts} * 


i, Wee 
aN, “8 te ON: InN; + 


(14) 
a i , N. B \’ N : 
: ai ic ppm oO i Ug; 
Spaltet man die Zustandssumme z;*, Gl. (5), in einen translatorischen Anteil 
2" und einen inneren Anteil z\” auf [20], dann folgt mit der Zustandsgleichung 


od | 


pV =NkT des idealen Gases, 


q 
L NikT 
/ 6 =] ( id 
2;* = (2a m;k T[h?)32-' ey 


und damit 


(az;*/ON,) 7,» = 2* | >” N;- 


ome 
‘ §=xl1 


Substituiert man diesen Ausdruck in Gl. (14), so folgt mit Gl. (2) fiir die Gleich- 
gewichtsbedingung 


1 


0= — ids vy; In 2;* + » ,inN; + 7 Poe (16) 
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¥; », I 


11, N;' = I," * exp| — i Fi 
oder 
APP) TT; Nj = Ta" e~wkt = KYM), (17) 


das heiBt, die in Gesamtteilchenzahlen ausgedriickten Gleichgewichtskonstanten 
sind also im isotherm-isobaren System genau dieselben wie im isotherm-isochoren 
System, da gy wegen p-V = Nk T = 0 in beiden Fallen gleich ist. Die in 


Partialdrucken ausgedriickte Gleichgewichtskonstante ist Ai’? = JT, bi. Mit 
dem Ausdruck fiir den Partialdruck 


(LS) 


N; 
oes N; 
oder, mit der Zustandsgleichung des idealen Gases und mit Gl. (15) fiir z,*, 


v5 kT "i aa 
Ky = 1p; = I, | V st] e~ WAT — TT, (2a mi[h2)82(T)8% 2)" |" e~ alk, (19) 


Kp ee n.( 


A) = I; (p/Z; Nj)" IT; N;' = (p/2;N,)""' Ky, 


Im allgemeinen ist es vorteilhaft, die Partialdrucke auf den Gesamtdruck zu be- 
ziehen, um so die auf die Konzentration c; = N,/X;N; = pi/p bezogene Gleich- 
gewichtskonstante A, zu erhalten, 


(kA T)5? Pe 
(Polp) 21" | em ik? 


K, = I; (p;/p)"' = I, oj = I; (2 2 m;,/h?)3/ p 
0 


wobei dann 


(21) 


ist. pp ist dabei ein willkiirlicher Bezugsdruck, auf den z,’ normiert ist. Da die 
Verwendung von K, in der Praxis am geeignetsten erscheint, soll noch eine 
Relation zur Berechnung von Kk, aus der freien Enthalpie angegeben werden. 
Unter Verwendung der Zustandsgleichung des idealen Gases und unter Ein- 
fihrung des Bezugsdruckes pf, folgt fiir Gl. (8), siehe auch Gl. (10), 

7, = —N;kT (Inz;’ — In (p;/po) — Ug,/k Ly, 
oder, bezogen auf ein Mol, also mit N; = L (Loscumiptsche Zahl), 

G,;= — RT (Inz;' — In (p;/pp)) + L g,. 


G; — L up, ist dann der thermische Anteil der freien Enthalpie, das heiBt die 
Differenz der freien Enthalpie bei T = 7°K und T= 0°K. Die GréBe L ug, 
bei der freien Enthalpie wird in der thermodynamischen Literatur vielfach mit Ho, 


bezeichnet. Die freie Enthalpie findet man generell in R7-Einheiten so tabuliert, 
daB ;/h) = 1 gesetzt wird, also 


— (G°— H9)/RT=1nz', —(pi/Pp = 1), (22) 


3° 
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wobei der hochgestellte Index © den idealen Gaszustand bezeichnet. Allgemein 
gilt jedoch 
— (G° — H);/R T = Inz;' — In (p;/fp). (22 a) 


Damit erhalt man fiir K, den Ausdruck 
In K, = In IT, ¢;' =2;¥; [— (G° — Ho)i|R T) — g,/k T. (23) 


Gl. (23) dient als Basis fiir die im folgenden zu entwickelnde Systemrechnung. 
Will man an Stelle des Druckes # im System die Dichte o als Parameter ein- 
fiihren, so ist einfach mit Hilfe der Zustandsgleichung fiir ideale Gase p durch 0 
zu ersetzen gemaB 
p=okT/m. 

Die Gleichgewichtskonstante fiir die 7-te Reaktion im System, wobei die Gleich- 
gewichtskonstanten samtlich auf die Konzentrationen bezogen seien, wird im 
nachfolgenden einfach mit K;° bezeichnet. 

Die Ableitung eines verallgemeinerten Gleichungssystems fiir die Behandlung 
von Systemen mit chemisch reagierenden Komponenten erfolgt auf Grund der 
physikalischen Voraussetzung, daB alle betrachteten chemischen Reaktionen im 
System im Gleichgewicht ablaufen, das heiBt auf Grund der obigen Definition 
der Gleichgewichtskonstanten, 


pi ps ps 1 C3 C3 (24) 


fiir die Einzelreaktion, sowie auf Grund der mathematischen Definition der 
, Konzentration™ ¢c = (c; 6), das heiBt die Konzentrationen sind darstellbar als 
Elemente einer diagonalen Matrix. Nach der Definition der Konzentration, 
siehe auch Gl. (18) ff., ist die Spur der c-Matrix immer gleich Eins, 

k 


Spc= >" cba =1, (25) 


wegen c; = p;/Xp;, Xc; = LPi/p, p = Xj. k ist die Anzahl der im System iiber- 
haupt vorkommenden Molekiilsorten. c¢ = (c; 6) ist eine Diagonalmatrix mit 
den Elementen c; 6, wobei die c; 6, beliebig gleich oder kleiner als Eins sein 
kénnen, jedoch derart bestimmt sind, daB immer 2; c; 6; = 1 erfiillt ist. (6, ist 
das KRONECKER-Delta.) Das heiBt, wenn eine Anzahl k von Elementen ¢; 6, 
vorhanden ist, sind nur (k — 1) dieser Werte anderweitig bestimmbar, wahrend 
das k-te der Elemente dann durch Gl. (25) festliegt. 

In der Ableitung eines solchen verallgemeinerten Systems diirfte es zweck- 
maBig sein, fiir den Begriff der Konzentration der 7-ten Molekiilsorte c; 6; (oder 
auch kurz c;, da das KRONECKER-Delta bei den c; erst bei der Einordnung in eine 
Matrix von Bedeutung wird) eine Symbolgruppe einzufiihren, die dem Umstand 
des zuniachst beliebigen Aufspaltens eines solchen Molekiils in Basissubstanzen 7 
Rechnung tragt. Dies soll zunachst an einem Beispiel veranschaulicht werden. 
Die k Molekiile in einem System seien sémtliche aus einer oder mehreren von 
vier Basissubstanzen 7 = 1, 2, 3, 4, z. B. C, H, O, und N, aufgebaut. Man kann 
nun fiir jede Molekiilsorte eine Reaktionsgleichung entsprechend (23) oder (24) 
anschreiben, also 


1 


Cj $ v 0, Mm wm Y, c’ 
=i KS oder ci* cy’ cs cs’ ca’ = Ky - (24a) 


" co "s C3. %s C4 





cy 
Eine Gleichung dieser Art wird dann nach c; aufgelést und daraus die 7,;-te Wurzel 
gezogen, also c¢; = cy”! cg"! ... cgi Ki, wobei Ki = (Ko) 7% ist. Man 
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kann dies nun auch schreiben c; = [7 c; *i’”' Kj. Die Symbole c; werden jetzt er- 
setzt durch Symbole x;, da diese nicht immer notwendigerweise Konzentrationen 
sein miissen (es kénnte z. B. erst x; eine Konzentration sein). Die Symbole — »;/y; 
werden durch die Symbole aj; ersetzt. Man erhalt somit den Ausdruck 


m Pe é:- c a, = ‘ 
¢; Oa = IT; x; Ki = Det x;" Kj 6a = |x;" Kj; byl. (26) 
Ordnet man nun die Elemente c; 6;; in eine Matrix ein, dann folgt 


(c; 6;1) = ( xi Ki: ). 


Die aj; sind als Matrix 


Api Apg2..- 
darstellbar. Bei einem Dissoziations- oder Rekombinationsvorgang stellen die 
a;;, physikalisch gesehen, die Zahl der Atome 7 im Molekiil 7 dar. SinngemaB 
stellen die a;; bei einem Ionisierungsvorgang die Zahl der Ladungen dar. m ist 
die Zahl aller Sorten von Basissubstanzen im System. 


Zunachst sind die x im Ausdruck x; if Symbole fiir die Konzentrationen ent- 
weder der Basisatome oder Elementmolekiile. Durch Zusammenfassung ver- 
schiedener x zu einer neuen Basisgruppe ist es jedoch leicht méglich, das System 
nicht nur auf Elementen und gleichatomigen Elementverbindungen, sondern auf 
beliebigen Verbindungen aufzubauen. So z. B. wird es fiir verschiedene praktische 
Falle interessant sein, die Kohlenstoffverbindungen (z. B. CO,, CH, CN usw.) 
an Stelle auf C, bzw. C, nun auf 7 = CO zu beziehen, da z. B. CO merklich ver- 
treten sein kann, wahrend C und C, fast gar nicht im System vorhanden sind. 


Ware C, bzw. C, mit x, und O, bzw. O, mit x, dann wire cco = *, X2 Keo, 


bzw. Vx, Xo Kéo. Man setzt nun diesen Ausdruck einfach gleich einer neuen 
Variablen, z. B. u, und fiihrt dann die weitere Gruppierung der Symbole ohne 
Schwierigkeiten konsequent durch. Auch kann aus Konvenienzgriinden an 


Stelle jedes beliebigen x; eine andere Variable, z. B. z} = x; (n beliebig reell), 
eingefiihrt werden, solange diese Substitution konsequent durchgefiihrt wird. 
Durch eine solche MaBnahme wird lediglich die GréBe der Kj beeinfluBt. Die 
Umgruppierung kann bereits im Schema der a;; erfolgen, ohne daB irgendwelche 
Gleichungen angeschrieben werden miissen. Ein Beispiel hierfiir wird am Ende 
dieser Arbeit angegeben. Es soll hier betont werden, daB das Ersetzen schwach 
vertretener Komponenten als Basis durch stark vertretene nicht erforderlich ist 
und keinen EinfluB auf die Genauigkeit des Ergebnisses hat. 

Chemische Reaktionen, entgegen physikalischen (oder nuklearen) Reaktionen, 
sind dadurch gekennzeichnet, daB die Basisatome keine Veranderung in Beziehung 
auf ihre Kernstruktur erfahren. Die bei solchen Schalenreaktionen umgesetzten 
Energien sind derart gering, daB irgendwelche Massendefekte infolge solcher 
Reaktionen vernachlassigt werden kénnen. Aus diesem Grund ist zu verlangen, 
daB die Zahl der Atome von der Sorte 7 vor der Reaktion im gesamten System 
gleich der Zahl der Atome von der Sorte j nach der Reaktion im gesamten System 
sein muB, also N; = N;*, wobei N hier immer eine Gesamtteilchenzahl bedeutet. 


Gleichzeitig ist aber auch Nj,, = N#.1 und damit Nj/Nj.1 = N; INjaa, oder 


N;/N N;*/N 
il = ha » das heiBt die Verhadltnisse der ,,Atomkonzentrationen“ 
Njui/N  NAGIN 
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bleiben wahrend der Reaktion konstant. Obwohl man vielfach die Ausdriicke 
,Atomkonzentration’ oder ,Atomdruck‘ fiir N;/N in der thermodynamischen 
Literatur findet, soll hier dafiir der Ausdruck ,,relative Atomzahl‘‘ verwendet 
werden, da N;/N gréBer als Eins werden kann und damit nicht mehr dem oben 
definierten Sinn einer Konzentration entspricht. Die Zahl N; der Atome 7, wenn 
nur eine Molekiilsorte vorliegt, ist Nj; = a@;;N;. Damit ist N;/N = a;; N;/N, 
das heiBt die relative Atomzahl ist das Produkt aus Konzentration der Molekiil- 
sorte 7 und Zahl der Atome 7 im Molekiil 7. Wenn mehrere Molekiilsorten gegeben 
sind, das heiBt wenn ein Diagonalschema mehrerer 7-Elemente vorliegt, ist die 
Spur dieser Matrix zu bilden, also 
] 2 ai; N; 041 d N;|N a Qj N; 0i1/N 2 8; Ci é 

‘HW Bhwtits - Ma Tapa Tineke 
Demzufolge ist mit Hilfe von Gl. (26) die relative Atomzahl fiir ein Molekiil der 
Sorte 7 allgemein darstellbar durch 


\ a r 
aj; |x;'" Kj 61', 
und die relativen Atomzahlen fiir alle  Molekiile sind fiir ein Basisatom der 
j-ten Sorte 


My Qi; x," Kj 6u| = Bd ; (27) 
Um zur vollstandigen Atombilanz zu kommen, sind die Ausdriicke (27) im 
)-Schema einzuordnen. Geeigneterweise bringt man die Atombilanzen in ein 
Verhaltnis mit einer dieser Bilanzen, z. B. derjenigen fiir das m-te Basisatom. 
Die Erfahrung zeigt, daB man fiir diesen Zweck am geeignetsten eine nicht- 
reagierende Substanz heranzieht. Dies ist auch aus den hier vorgelegten Glei- 
chungen ersichtlich, da die Bilanzgleichung fiir eine nichtreagierende Komponente 
am einfachsten wird. Nach dem Obgesagten sind dann diese Verhaltnisse, die 
hier mit A; bezeichnet werden sollen, tiber die gesamte Reaktion konstant. 
Spurbildung iiber das j7-Schema und Bildung der Untermatrix zum Element 


Di Aim x,t kK‘, 6;;', das als Bezugsbasis verwendet wird, ergibt die Gesamtbilanz 
fiir die Basisatome der Sorte 7 


a: jsim 
a; |x;'1 Kid; ay 
hia hw em “i +] 


> Sij ae 
midim xj i Gil 





oder auch 
k " k 
- " - jam 2 ey . 
#3 ii x) Ki6i1 5] <— [41] 37 oom g ¥ aul in) =0, (28) 


Hierbei ist 0 eine Null-Matrix. Man kann somit Gl. (28) in m — 1 Gleichungen 
separieren. Zusammen mit der nichtseparierten Gl. (25) hat man also nun 
m Gleichungen fiir die m Unbekannten x;, oder zusammen mit der separierten 


Gl. (25 a) insgesamt k Gleichungen fiir die k Unbekannten ¢; 6;; = |x; "1 Kj 6:1}. 
Die Gesamtzahl der Gleichungen ist zwar m + k, wobei aber in den k Gleichungen 
m reine Definitionsgleichungen enthalten sind, die fiir die Lésung nicht weiter 
wesentlich sein kénnen. Damit ist dieses System auch nicht iiberbestimmt. 

Die Bestimmung der 4A; erfolgt aus einer gegebenen Ausgangszusammen- 
setzung, aus Konvenienzgriinden meist aus der Zusammensetzung vor der Reak- 
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tion. Es seien also jeweils »; Mole der Substanzen Xa, gegeben. Man hat dann 


die Ausgangszusammensetzung 


De >(j) (j) (i) 
pe Pht PGs — Vy Xay; + Vo Xa, _ eee 


v) 


1 7(2 (3 r . (2 , 
=t Xe, Kee, XL i +42 2 ee ee 


or fae, Sas lee a a eee ee 


: _ ‘ oi) , 
Die Konzentration c; der Substanz Xo. in der Ausgangszusammensetzung ist 


dann sofort gegeben durch 


Sind in der Ausgangszusammensetzung insgesamt o verschiedene Substanzen 
) gegeben, dann ergibt sich nun sofort fiir die A; der Ausdruck 


a; 


oO 


pe aj; V; ‘ \ 
— , (30) 


oO 


vy - 
mi Aim V; 


Dabei sind haufig Zusammenhange zwischen den »; gegeben, die aus der Natur 
der chemischen Reaktion hervorgehen. Ein Beispiel hierfiir wird im nachfolgen- 
den aufgezeigt. 

Die Aufgabe der Berechnung der Konzentrationen der Systempartner als 
Funktion von Druck (oder Dichte) und Temperatur besteht darin, das _ nicht- 
lineare Gleichungssystem (25), (26 a), (28) zu lésen. Praktische Untersuchungen 
haben gezeigt, daB sich (insbesondere fiir programmgesteuerte elektronische 
Rechengerate und Lochkarten-Rechengerate) im wesentlichen nur das NEWTON- 
sche Verfahren fiir kompliziertere Systeme eignet. Bei einfachen Systemen gelingt 
oft die Reduktion des Gleichungssystems auf ein oder zwei Variable. Hier soll 
besonders ein Lésungsverfahren diskutiert werden, das mit Hilfe elektronischer 
Rechengerate auch bei sehr komplizierten Systemen zum Ziel fiihrt. 

Werden gewisse Ausgangswerte x; geschatzt und in das Gleichungssystem 
eingesetzt, dann werden die Gleichungen nicht erfiillt, sondern es treten gewisse 
Defekte // auf. Man hat somit 


vi . 
» i aj; Ix! K; d41) Ojh ca A; = Aim x;i3 Kt Oj1 | Oj h (/’) (31) 
am ;{ q ; |— | 


k 
iY, i» Ochi f 
>” |x;!4 Ke by] —1L = f*- 


Dabei seien die /’ in einem interessierenden Bereich des x;-Raumes stetig partiell 
differenzierbare Funktionen. In Verallgemeinerung des NrEwtToNschen Ver- 
fahrens bei nur einer Variablen erhalt man fiir den Fall von m Variablen 
m 
y ( f'(%) 
(jem) + > o — (32) 
Xq 


), L%q(p +1) — Xq¢py| = V. 
5 i(P) 


Ausgehend von der f-ten Naherung x;,») ist dieses ein lineares Gleichungs- 
system fiir die m neuen Werte *%;,,,1). Die partielle Differentiation des Systems 
(31) ist elementar durchfiihrbar. Man hat 
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k 


k 
of) =] ; hy . 
(2) = (3% ay xh 61) — (4; 3° ain 28h bn) 


; (33) 
YY x{i) jn = Ofm/0x;, 
wobei 
| 47 pre | 
jh _ 91%) Ki dul 34 
X(i) yh OX; yh ( ) 


der Minor zum Element %;, im 7-Schema ist. 

Die Auflésung der Gln. (32) erfolgt nach einem der bekannten Verfahren zur 
Lésung von Systemen linearer algebraischer Gleichungen, wovon hier das Ver- 
fahren von GAUSS-BANACHIEWICZ [21] vorgeschlagen wird, das sich besonders 
fiir Systeme von fiinf und mehr Gleichungen bewahrt. Zu diesem Zweck schreibt 
man die inhomogene Gleichung (32) 


Ax=yn; (35) 
die dazugehérige homogene Gleichung ist 
Azx=0. (36) 


Die Matrix & und der Vektor n werden als bekannt vorausgesetzt, wahrend die 
m Komponenten von x gesucht sind. Ist |&| 4 0, dann existiert U—! und es folgt, 
falls » #0, (CRAMERsche Regel), 

Wty 


— y-1 pei 37 
se oa (37) 


wobei Uf die adjungierte Matrix ist. Zur praktischen Lésung schreibt man 
Ux =n in der Form Az = 0, wobei A = (A, yn) und % aus x durch Hinzufiigen 
der (x + 1)-ten Komponente — 1 entsteht. Fiir & macht man den Ansatz 


4, Ge --- Gm VW 
tuschaa me > Oe As 
Am1 Gm2 ... Amm Vm (38) 
—Cy +1 0 O Des bom dg 
eed ile, ae +1] 0 0 sane Bis bin 


Dann ist U4 = 0 gleichwertig 8 = 0 wegen (¢| = 10. Man kann damit 
x aus 8 x = b berechnen, wobei 8 = (bj) und b = (0) ist. Hierzu dienen die 
Gleichungen 


by = 441, Ca = — ay /bn (1 = 2,...,m), 
Dik = Gik + (Ci1 Oia + Cig don +... +.6;,5-1 D;-1,2) fiir t<k, 
Cik = (Qik + Cir Diag +... + Ci,n~1 Dp-1,x)/(— Dee) fiir t>k, (39) 


4=y, b= Vit Cibit ... + 6)4-10)-1, (i = 2,...,m), 

%j = (— 0; + Die Xi4a + ~~. + dim Xm)/(— ii), (1 =m,m—1,... 2,1). 
Damit sind alle erforderlichen Beziehungen fiir die Berechnung der Zusammen- 
setzung von chemisch reagierenden Systemen im Gleichgewicht gegeben. 
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Man kann nun sofort dieses System verwenden, um Gasgleichgewichte zu be- 
rechnen. Der Einbau heterogener Gleichgewichte in Systeme mit Gasgleich- 
gewichten wird an anderer Stelle diskutiert [18]. 

Die praktische Anwendung dieses Systems soll nun an Hand von zwei Bei- 
spielen diskutiert werden. Als erstes soll ein relativ einfaches Beispiel gewahlt 
werden: H,O bei maBigen Temperaturen (etwa 2000 bis 4000° K). Die Basis- 
substanzen sind hier H und O, bzw. H, und O,. Die auftretenden Komponenten 
sind: H,O, OH, H,, O,, H und O. 

Das a;j;-Schema ist: 








Gl. (30) ergibt: 
A, = 44,0, H,/4H,0, 0, = 4H,0,H/4H,0,0 = 2. 
Gl. (28) liefert: 


» a ee ee ne ey ae ey ee Se eee 
i Salta 2%, x," K, %1 % Ky XK, +2 x7 Ke 
Ao=2= 


Se tele + xX Ry + x, Ky + 22,°K, 
Aus den Gln. (25) und (26a) folgt 


: a ee te a Oe: «ne i 7 eee eg 2% 
Sp(c; bi) = 1 = x, x? Ky + x, x. Ky + +, Kg + x, Ky + 1? K, 4+ x5? Ke 


= CH,0 + Con + Co + Cy + Co, F CH, 


Ein Vergleich der beiden Zeilen liefert einmal die Ausdriicke fiir die einzelnen 
Konzentrationen, zum anderen Mal die Handhabe zur Berechnung der Gleich- 
gewichtskonstanten A; nach Gln. (26), (24a) und (23). Zuerst muB man nun 
hier entscheiden, ob man die Atome oder die Elementmolekiile als Basissub- 
stanzen heranzieht. Dies steht vollkommen frei. Je nachdem sind dann ent- 
weder K, und Ky, oder aber A; und K, gleich Eins. Im ersten Falle sind dann 
x, und x, die Konzentrationen von O und H, im letzteren Falle sind x, und x, 
die Wurzeln der Konzentrationen von O, und Hg. 

Man hat nun bereits die Ausgangsgleichungen fiir die Rechnung. Diese sollen 
jedoch zusammen mit den Gleichungen fiir die Verbesserung der Ausgangswerte 
entsprechend den Gln. (31) bis (34) und (35) bis (39) angeschrieben werden. 
Diese lauten: 


fl = x, x, K,+2%,K,—%.K,+4%,?K, —2 4,7 Ky 

f? = x, %o2 Ky + %, %,K,+ %,K,+ *%,K,y+ x? K;+ x? K,— 1 
‘fe, = Op/ax, = 8x, K+ x,K,+2K;y 

fi, = % Ky — K,—4%,K, 

fr, = %q2 Ky + Ky + Ky +2", Kz 

fe, = 2% %_K, + *%,K,+K,+2%,K, 
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Mit diesen Gleichungen wird nun so gerechnet, daB man zuerst zwei Ausgangs- 
werte, also x, und x,, schatzt und dann die Verbesserung fiir diese Werte rechnet. 

Das einzige, was bendtigt wird, um dieses allgemeine System auf einen 
speziellen Fall zu reduzieren, ist die Festlegung der Basiskomponenten und der 
iibrigen Komponenten des Systems, das heiBt nichts weiter als die Problem- 
stellung selbst. 

Als weiteres Beispiel fiir die praktische Anwendung des vorgelegten verall- 
gemeinerten Gleichungssystems sei die Verbrennung eines Kohlenwasserstoffs 
(CH,), in Luft angefiihrt. Die auftretenden Komponenten erhalt man entweder 
aus der Literatur iiber massenspektroskopische Untersuchungen von Flammen 
(siehe z. B. [22]) oder aber durch rechnerische Abschatzung mit Hilfe bereits 
verOffentlichter [18] oder stark naherungsweise berechneter Zusammensetzungen. 
Hier seien zundchst 20 Komponenten beriicksichtigt, wie sie etwa in einem 
dissoziierenden Feuergas Oktan-Luft bei schwach_ iiberstéchiometrischem, 
st6chiometrischem, oder unterst6chiometrischem Brand bis etwa 4000° K auf- 
treten kénnen. Man stellt zunachst das a;;-Schema auf: 
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Damit erhalt man nun sofort sechs Gleichungen mit den sechs Unbekannten 
X,... %_ aus den Gln. (25a), (26a) und (28). Dieses System kann jedoch noch 
vereinfacht werden. Dies soll fiir den Fall der Elimination von Cy) durch Elimina- 
tion von x, sowie Transformation der Variablen auf x4 = co,, y? = cy,, z4 = en,, 
u = Cco und v = Ca gezeigt werden. Als Basis fiir die Atombilanzen wird x, = v 
gewahlt, da dies eine nichtreagierende Substanz in diesem System ist und die 
Gleichungen daher recht einfach werden. 





Uber Systeme mit chemisch reagierenden Komponenten im Gleichgewicht 


Die Atombilanz fiir die ionisierten Komponenten ist, wenn Sg = xg = 
gesetzt wird, 
A,’ = —ctnot + Ce-. 
Wegen A, = 0 [s. Gl. (30)] folgt hieraus ce— = cyg+. Damit kann man bereits 
anstelle von 


O74 et 
cno+ = IT; x; Kyo+ = 


den Ausdruck cyo+ = Vcxo+ X= | x, %, Kno+ schreiben, oder, mit %, = 8,", 
ee . . . 
X%_ = 2," folgt cnot+ = 2 25 | Kyo+. Damit kann man bereits die neuen 
Variablen angeben, wenn man sich ferner noch auf CO anstelle von C oder C, be- 
zieht (da ersteres bei nicht zu hohen Temperaturen weitaus starker im Gemisch 
vertreten sein wird), namlich 
Co, = a4, Cy, = 25%, cn, == x58, Cco= Sq © CA = %,. 
Die Spalte 7 = 6 und die Reihe 7 = 20 sind damit eliminiert. Es ergibt sich fiir 
; “ae ae eee Bes. xs 
die IT; x;'' Ki, = I,(z;') '’ Kj = IT; z;'’ Kj; folgendes 6;;-Schema: 
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Wendet man dieses 5,;-Schema, sowie das a;;-Schema, auf die Gln. (25), 
(26 a) und (28) an, so erhalt man die fiinf Ausgangsgleichungen fiir die numerische 
Berechnung, 

A, 25 Kyg = 2 2,7 24 Ky + 2,2 24? Ky + 2 2,4 2,” Kg ~ 2" 2, K, + 2,Kq+ 247237 Kg + 
+ 223K, + 22,4 Ky + 2%? Kyg 
Ag 25 Kyy = 2 21? 29? Ky + 242 2g. Ky + 224 Kg/2y? + 22 Kyy + 2 2 Kyp + 2 Kyy 
Ag 25 Ky = 24 25? Kg + 2,7 25? Ky + 2; 23 Ky + 25? 24 Kg/2,? + 29 25” Kyg + 
+ 2254 Kys + 25" Ky 
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A 425 Kyg = 247 24 Ky + 24 Kg + 25 %q Kgl? + 2 2% Ko/2y? + 2 24? Kyy/ay* + 
+ 24Ky;/2, 
2,2 24. Ky + 2,2 2? Ky + 214252 Kg + 24K q + 2,22 Ks + 2,222 Kg + 22, 23K, + 
+ 257 24 Kg/2y? + 2 24 Ko/2y? + 29 2” Kyy + 2y4-Kyy + 29” Kyo + 25% Kyg + 

+ 2g? Kygl2y* + 24 Ky5/2y? + 21? Kyg + 2 Kyz + 257 Kyg + 25 Ky = 1. 
Fiir eine numerische Auswertung wird man geeigneterweise die Variablen u und v 
dann explizit als Funktionen von x, y,z ausdriicken, wenn diese linear vor- 
kommen. Dies ist fiir v hier grundsatzlich der Fall. Bei Temperaturen bis 4000 °K 
ist selbst K,) noch sehr klein, so daB man es fiir nicht allzu genaue Rechnungen 
vernachlassigen kann. Damit wird auch die Gleichung fiir w linear. Grund- 
satzlich kann man einfach alle Variablen, die nur linear im System vorkommen, 
explizit als Funktion der nichtlinearen Variablen ausdriicken, um so die Gesamt- 
zahl der zu lésenden Gleichungen zu reduzieren. Ob eine Variable nur linear 
vorkommt, laBt sich sofort an Hand des a;;-Schemas ersehen. Eine Variable 
kommt dann nur linear vor, wenn die Differenz zwischen den a;;-Werten in der 
betreffenden j-Spalte des Schemas absolut genommen gréBtenfalls Eins ist. 
Fiir irgendwelche Operationen mit diesem a;j;-Schema gelten die bekannten 


Regeln der Matrizenrechnung. Vol 
Als AbschluB soll noch ein Beispiel fiir die Ermittlung der A; aus Gl. (30) :. 
gegeben werden, und zwar verallgemeinerte Ausdriicke fiir die Verbrennung eines 1957 


Kohlenwasserstoffs (CHx); in beliebig feuchter Luft. Zur st6échiometrischen Ver- 
brennung von 1 Mol (CHx)n oder » Molen CHx in reinem Sauerstoff werden 
n (1 + x/4) Mole O, bendtigt. Beriicksichtigt man nichtstéchiometrische Ver- 
brennung durch den Faktor m, dann folgt sofort fiir die Verbrennung von (CHx)n 
in Luft 


mnCH,+n (1 + *) O, +n (1 + =| (cn,/Co,)z No + 1 (i + *] (Cco,/Co,)z CO, + 


x x 
+n (1 + *] (CH,o/Co,)z HzO + n (1 + ‘| (ca/co,)z A, 
oder, nach Division durch n (1 + x/4), 


m 
v CHx 2 O, }- (cn, /Co,) 1 N, i (Cco,/Co,)z CO, {> (CH,0/Co,)L H,O + (ca/Co,)z A. 
ee yen 
+ 
Der Index L bezeichnet die Komponentenkonzentrationen in Luft. Ein Ver- 
gleich mit Gl. (29) liefert die Koeffizienten 
m :' 
eae eg — 1, — (cn, /Co,)L, 4 (cco,/Co,)z, 


x 
1+ = 
4 


Vy 


Ys = (Cu,o/Co,)z,, — % = (Ca/Co,)z, 
und die Substanzen ’ 


X,=CHx, X,=0, X,=N, X,=CO, X,=H,O, X,=A. 


Man kann nun die Konzentrationsverhaltnisse (c,/co,), der Luft auf diejenigen 
der trockenen Luft reduzieren, indem man den Feuchtigkeitsgrad der Luft £ 
(8 = Konzentration von H,O in Luft) einfiihrt. Man hat dann alle anderen 
Konzentrationen der Komponenten trockener Luft mit (1 — £) zu multipli- 
zieren. Unter Anwendung von Gl. (30) erhalt man dann sofort fiir die oben ein- 
gefiihrten Konstanten A,, Ag, Az, Ay: 
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B ’ 
i, 
—= iti | ] be B 

— (Co,/Ca)tr.t. + ta eH 


Baa " 
4 


1 
= 2 [(Co, + ¢co,)/Ca]er. t. + (2) : 
CA] tr. L. 


2 (cn, /Ca)er. L., 


m 
——— 7 (00: Ica). + (Cco,/CaA)tr. L. - 


l+2 


Die Genauigkeit, mit der die Werte a, b,c, und d angegeben werden kénnen, ist 
damit allein durch die Genauigkeit der Luftzusammensetzung begrenzt. Die 
Zusammensetzung eines Feuergases von Kohlenwasserstoff-Luftgemischen wird 
also gegeben durch die Variablen é und T (bzw. o und 7), sowie durch die Para- 
meter m (Mischungsverhdltnis), x (Verhaltnis der Wasserstoff- zu den Kohlen- 
stoffatomen im Kohlenwasserstoffmolekiil) und £ (Feuchtigkeitsgrad der Luft); 
sie ist nicht abhangig von der Zahl » der Kohlenstoffatome C,, im Kohlenwasser- 
stoffmolekiil. 

Das hier gezeigte Verfahren wurde als Grundlage fiir Kohlenwasserstoff- 
Luft-Verbrennungsrechnungen [18] verwendet, die zum Teil mit Hand- 
rechenmaschinen, zum Teil mit einer elektronischen Rechenanlage ausgefiihrt 
wurden. 

Es ist den Verfassern eine angenehme Pflicht, dem Bundesverkehrsmini- 


sterium fiir die Erméglichung dieser Arbeit im Rahmen des _ Forschungs- 
auftrages 58/55 zu danken, sowie den Leitern des Forschungsinstitutes fiir Physik 
der Strahlantriebe, Dr. Ing. E. SANGER und Dr. I. SANGER-BREDT, fiir die Be- 
trauung mit der Durchfiihrung und fiir die zahlreichen Anregungen wahrend der 
Ausfiihrung. 
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Chemische Analyse von in Tiefseesedimenten gefundenen mikro- 
skopischen Kiigelchen vermutlich kosmischen Ursprunges! 


Von 
F. Heeht?, OGfW, und R. Patzak? 


(Eingegangen am 9. August 1956) 


Zusammenfassung. In Sedimentproben roter Tiefseetone, die von der Schwe- 
dischen Tiefsee-Expedition (1947/48) im Pazifischen Ozean genommen wurden, 
finden sich zahlreiche, mikroskopisch kleine, magnetische Kiigelchen aus Magnetit, 
teilweise mit Metallkern und Kruste aus Magnetit. Nach den von den Verfassern 
ausgeftihrten Mikroanalysen enthalten sie Eisen und Nickel in einem Verhaltnis, wie 
es in den Eisenmeteoriten vorzuliegen pflegt. Auch Kobalt konnte nachgewiesen 
werden. Es wird daraus geschlossen, daB schon in der Tertiarzeit solche Kiigelchen 
aus in die Lufthtlle der Erde eintretenden Meteoriten in Form kleinster Schmelz- 
trépfchen entstanden und durch Oxydation oberflachlich oder ganz in Magnetit 
libergingen. Bei Ausfiihrung von Altersbestimmungen der betreffenden Tiefsee- 
sedimentschichten ware eine statistische Frequenzbestimmung der Haufigkeit solcher 
meteoritischer Partikel im Jungtertiar modglich, woraus sich Schliisse auf etwaige 
zeitliche Schwankungen des Einfanges solchen kosmischen Materials durch die 
Erde ziehen lieBen. 


Abstract. In deap-sea sediment cores of Red Clay, taken by the Swedish Deap- 
Sea Expedition in the Pacific Ocean during 1947/48, many microscopical magnetic 
spherules of magnetite were detected, which partially show a metallic core and a 
crust of magnetite. According to microanalyses which were carried out by the authors 
these spherules contain iron and nickel in a ratio similar to that usually found in 
iron meteorites. Also the element cobalt could be detected. From these analyses 
the authors conclude that already during the Tertiary Period of Time such spherules 
were formed as tiny droplets of molten iron-nickel alloy, originating from meteorites 
which entered the terrestrial atmosphere, and that these spherules were modified 
by oxidation, either superficially or completely, into magnetite. Carrying out age 
determinations of the corresponding layers of deap-sea sediments, one would be 
able to determine the statistical frequency of such meteoritic particles during the 
late Tertiary. Therefrom conclusions concerning temporal fluctuations of the capture 
of such cosmic material by the Earth should be possible. 


Résumé. On trouve dans les échantillons de sédiments marins profonds, recueillis 
par l’expédition suédoise de 1947—48 dans l’Océan Pacifique, des sphérules micro- 
scopiques de magnétite, ou dont le noyau métallique est recouvert d’une crofite de 
magnétite. D’aprés les micro-analyses exécutées par les auteurs ils contiennent du 
fer et du nickel dans les proportions habituellement trouvées dans les météorites. 


1 Vorgetragen beim VII. Internationalen Astronautischen Kongre8 in Rom, Sep- 
tember 1956. 

2 Lehrkanzel fiir analytische Chemie, II. Chemisches Institut der Universitat, 
Wien, IX., WahringerstraBe 38, Osterreich. 
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L’existence de cobalt a aussi pu étre mise en évidence. On en conclut que, déja dans 
l’ére tertiaire, des météorites pénétrant dans la pellicule atmosphérique de la terre 
ont donné naissance a des goutelettes de fusion qui, par oxydation superficielle, se 
sont transformées partiellement ou totalement en magnétite. Par une estimation de 
l’age des couches sédimentaires en question il serait possible de procéder 4 une 
détermination statistique de l’abondance de ces particules durant la derniére partie du 
tertiaire. On pourrait en tirer des conclusions quant aux variations que subit dans 
le temps la capture de ces matiéres cosmiques par la Terre. 


Im Jahre 1876 wurden von Sir JoHN Murray [1] winzige, magnetische 
Kiigelchen beschrieben, die aus Tiefseesedimenten extrahiert worden waren, 
welche die ,,Challenger‘‘-Expedition gesammelt hatte. Er bezeichnete sie als 
,cosmic spherules‘‘ in der Annahme, daB es sich dabei um Partikel meteori- 
tischen Ursprunges handle. Kiirzlich berichteten BRUUN, LANGER und PAULY [2} 
iiber magnetische Partikel, die von der danischen ,,Galathea‘‘-Tiefseexpedition 
aus ahnlichen Sedimenten gewonnen worden waren. 

Der Leiter der schwedischen Tiefsee-Expedition (,,Albatros‘’ 1947/48) Prof. 
HANS PETTERSSON beschreibt gleichfalls derartige magnetische Kiigelchen aus 
Bohrkernen vom Grunde des Pazifischen Ozeans und des Mittelmeeres [3]. 

Von anderen Forschern, z. B. BUDDHUE [4], wurden ausgedehnte Unter- 
suchungen vorgenommen, wobei atmosphdrische Staubpartikel gesammelt 
wurden. Auch darin fanden sich neben einwandfrei terrestrischen Teilchen 
solche, die groBe Ahnlichkeit mit den erwahnten Tiefseekiigelchen aufwiesen und, 
wie BUDDHUE ausfiihrlich begriindet, teilweise mit groBer Wahrscheinlichkeit 
nichtterrestrischen Ursprunges sind. 


Die magnetischen Kiigelchen aus den Bohrkernen der schwedischen Tiefsee- 
Expedition wurden auf folgende Weise gewonnen [3]: Mit Bohrern von 90 mm Durch- 
messer wurden Kerne bis zu fast 6 m Lange erfaBt. Abschnitte von 6 bis 20 cm Lange 
(160 bis 600 g schwer) wurden aus den Kernen herausgeschnitten und jeweils 3/4 des 
Querschnittes verwendet. Das Sediment wurde nach dem Trocknen in einem Por- 
zellanmorser ohne groBen Druck gepulvert, um die magnetischen Partikel nicht zu 
zertriimmern. Dann wurden alle Teilchen mit Durchmessern von mehr als 250 yu 
herausgesiebt. Die Fraktion zwischen 0 und 250 uw wurde dreimal hintereinander mit 
Wasser gemischt durch einen elektromagnetischen Extraktor, der eine Batterie von 
24 magnetischen Eisensieben enthielt, laufen gelassen. Die von den Sieben zurtick- 
gehaltenen Partikel wurden gesammelt und anschlieBend dreimal durch einen engen 
Trichter aus diinnem Kupferblech getrieben, der zwischen die Pole eines starken 
Elektromagneten gebracht worden war!. Alle Partikel einer stark magnetischen 
Fraktion von 30 bis 60 «1 Durchmesser wurden dann zur Zahlung ausgesondert. Diese 
Fraktion enthielt die meisten Kiigelchen. Die Zahlungen wurden von K. FREDRIKSON 
(Stockholm) durchgefiihrt. Er fand drei verschiedene Arten magnetischer Partikel [3]: 

A. Schwarze spharische Partikel, Oberflache entweder hell oder dunkel; 

B. ebenfalls spharische Partikel, schwarz mit rostartigen Flecken, gelegentlich 
braun, gelb oder grau, im allgemeinen mit metallischem Glanz; 

C. Fragmente des A-Typus oder nicht spharische Partikel, 4ahnlich dem A- oder 
B-Typus. 

Aus einem Bohrkern (,,Nr. 90°‘) aus dem westlichen Pazifik (03°21’ siidl. Breite, 
174°12’ dstl. Lange), der in 4830 m Tiefe unter der Meeresoberflache genommen 
worden war und in seinen oberen Teilen aus nahezu kalkfreiem ,,rotem Ton‘ be- 
stand, wurden Sektionen von 12 bis 20 cm Lange herausgeschnitten. Die Zahl der 


1 Zur Kontrolle der Wirksamkeit des Verfahrens wurden mit einem Sauerstoff- 
geblase kiinstlich aus Eisendraht Eisenkiigelchen hergestellt und einem Sediment 


beigemischt. 
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Kiigelchen vom A-Typus je kg Sediment variierte zwischen 1000 und 3000 im ober- 
sten Teil des Kernes (0 bis 111 cm). Zwischen 80 und 90 cm, von der Sedimentober- 
flache gerechnet, fand sich ein Maximum von etwa 5000 Kiigelchen je kg Sediment}. 
In drei Sektionen aus gr6Berer Tiefe (350 bis 500 cm) wurden viel niedrigere Zahlen 
mit einem sekundaéren Maximum zwischen 411 und 432 cm Abstand von oben ge- 
funden. Die Zahl der Kiigelchen vom B- und C-Typus ist im allgemeinen viel 
kleiner als die der A-Partikel. 


FREDRIKSON (5] konnte zeigen, daB viele Kiigelchen unter einer Oberflache 
von Magnetit einen metallischen Kern enthalten, der, wie dies auch bei me- 
tallischem Eisen der Fall ist, saure Kupfersulfatlosungen zu metallischem Kupfer 
reduziert. In einigen Fallen besaB die den Metallkern umgebende Kruste den- 
dritische Struktur, was nach FREDRIKSON auf eine Verfestigung aus dem schmelz- 
fliissigen Zustand deutet. Solche Kiigelchen mit metallischen Einschliissen 
wurden auch von BUDDHUE [4] in atmospharischem Staub nachgewiesen, die er 
begriindeterweise fiir meteoritischen Ursprunges hielt. Ein etwaiger Einwand, 
die metallischen Tiefseekiigelchen k6nnten kiinstlich-terrestrischer Herkunft 
sein, wird durch die Tatsache widerlegt, daB sie auch in metertiefen Schichten 
der Bohrkerne gefunden werden, die im Tertiar abgelagert worden sein miissen. 

Von diesen Kiigelchen gehen mehrere hundert bis mehrere tausend auf 1 mg. 
Ing. FREDRIKSON sandte uns im Auftrag von Prof. PETTERSSON dreimal Proben 
von jeweils mehreren Dutzend Kiigelchen zur chemischen Analyse zu. In der 
ersten, ziemlich leicht in Salzsdure léslichen Probe, in der kiinstliche Kiigelchen 
aus den in FuBnote 1, S. 48, erwadhnten Kontrollversuchen vorhanden sein 
konnten, fanden wir kein Nickel. Da die uns zugesandten Kiigelchen scheinbar 
weitgehend mit Magnetit iiberzogen waren, sich auch einzelne unregelmaBig ge- 
staltete (eckige) Partikel darunter befanden und auBerdem nicht alles Material 
mit Saure oder KaliumpyrosulfataufschluB in Lésung gebracht werden konnte, 
war es nicht méglich, eine genaue Einwaage vorzunehmen. Wir bestimmten 
daher in der zweiten Probe das Verhaltnis Fe : Ni : Co und kamen zu dem Er- 
gebnis, daB etwa 50 ug Fe + Ni + Co fiir die Analyse in Lésung gebracht worden 
waren. Die gréBeren Partikel lésten sich in der Warme in konz. Salzsaure. Das 
Ungeléste wurde in einem Platintiegel mit Kaliumpyrosulfat aufgeschlossen, ohne 
daB sich jedoch alles léste. Die saure Lésung der Schmelze wurde mit der ersten 
Lésung vereinigt. Es wurde ein Gewichtsverhaltnis Fe : Ni : Co = 100: 6 : 2,5 
gefunden. Der Kobaltwert ist aber wegen relativ viel beigemengter Fremd- 
substanz (K,SO,) als unsicher, wenngleich einem positiven Ergebnis ent- 
sprechend, zu bezeichnen. Das so gefundene Fe : Ni-Verhaltnis kommt bei nickel- 
armen Eisenmeteoriten tatsachlich vor; allerdings ist der Kobaltwert in der 
Regel bloB ungefahr ein Zehntel des Nickelwertes. Der in Sadure sowohl wie in 
Pyrosulfat unlésliche Rest léste sich schlieBlich bei stundenlangem Erwarmen 
mit konz. Salzsaure und Kaliumchlorat auf. In der so erhaltenen Lésung war je- 
doch kein Nickel nachweisbar. Diese Partikel waren also sicherlich nicht mete- 
oritischen Ursprunges. 

Eine dritte — auBerst kleine — Probe wurde in einem Platintiegel mit konz. 
FluBsdure, der ein wenig konz. Schwefelsdure und Natriumsulfit (zur Reduk- 
tion des Magnetits Fe,O,) zugesetzt worden war, behandelt. Nach Reoxydation 
der Probe ergab sich ein Gewichtsverhaltnis Fe : Ni = 100 : 15, wie es in nickel- 
reichen Eisenmeteoriten vorkommt. Da die in Lésung gegangene Gesamtmenge 
Substanz nur etwa 17 wg Metalle betrug, war es hier nicht méglich, auch eine 
Kobaltbestimmung auszufiihren. 


1 Nach persénlicher Mitteilung von Prof. H. PETTERSSON. 
Astronaut. Acta, Vol. III, Fasc. 1 
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Die Bestimmungen von Fe, Ni und Co wurden nach Auffiillen der End- 
lésung auf 10 ml mit Hilfe eines lichtelektrischen Photometers vorgenommen. 
Eisen wurde als Eisenthiocyanat, in der dritten Probe als 2,2’-Dipyridyleisen- 
verbindung bestimmt, Nickel mit Dimethylglyoxim und Kobalt mit Nitroso-R-salz. 

Die uns zur Verfiigung stehenden Substanzmengen lagen an der Grenze der- 
jenigen, bei denen eine quantitative mikrophotometrische Bestimmung noch 
méglich ist. Nichtsdestoweniger scheint uns auf Grund der erwahnten Befunde 
von FREDRIKSON (Metallkérner, magnetische Kruste) und unserer mikrochemi- 
schen Analysen (wahrscheinlich der ersten mit so geringen Substanzmengen aus- 
gefiihrten quantitativen Analysen derartiger Kiigeichen iiberhaupt) der Schlu8 
auf die kosmische Herkunft der magnetischen Kiigelchen als unausweichlich. 

Fiir die Astronautik kann an diesen Untersuchungen folgendes von Interesse 
sein: Wahrend der interplanetarische Staub aller Wahrscheinlichkeit nach von 
unregelmaBiger Gestalt ist, diirften die magnetischen Kiigelchen von Eisen- 
meteoriten stammen, die in der Lufthiille der Erde durch die Reibung ins Gliihen 
geraten, wobei kleinste Partikel durch die Luftstrémung fortgerissen werden 
und infolge der Oberflachenspannung sich zu Schmelztrépfchen umformen, die 
sich dann in dieser Gestalt verfestigen und langsam zu Boden sinken. Es ist auch 
Sublimation nach Verdampfung und anschlieBende Trépfchenbildung denkbar. 
Wenn es nun méglich ware, Altersbestimmungen der Tiefseesedimentschichten 
auszufiihren, so kénnten daraus relative Frequenzen solcher meteoritischer 
Partikel iiber gréBere Zeitraume der Vergangenheit der Erde abgeleitet werden [3]. 
Solche Altersbestimmungsmethoden sind in Ausarbeitung begriffen. Aus Unter- 
suchungen von KRO6LL [6] am Ozeanografiska Institutet in Géteborg geht her- 
vor, daB die roten Tiefseetone im zentralen Pazifischen Ozean mit einer durch- 
schnittlichen Geschwindigkeit von rund 1 mm/1000 Jahre abgelagert werden, 
wenngleich die Sedimentationsgeschwindigkeit starken zeitlichen Anderungen 
unterlegen haben muB. Die dabei angewandte sogenannte Ionium-Radium- 
Methode erlaubt jedoch solche Messungen nur bis zu etwa 400 000 Jahren, von der 
Gegenwart zuriickgerechnet (Halbwertszeit des Ioniums = 83000 Jahre). In 
den noch dlteren Sedimentschichten stammt das Radium praktisch nicht mehr 
aus dem am Meeresboden ausgefallten Ionium, klingt daher nicht mehr mit dem 
Mutterelement Ionium ab, sondern bildet sich aus dem in den Sedimenten ent- 
haltenen Uran, wie aus den Untersuchungen von KROLL [6] sowie HECHT und 
Mitarbeitern [7] hervorgeht. Eine im Forschungsstadium befindliche neuartige 
Methode von B. PETERs, Tata Institute of Fundamental Research, Bombay, [8], 
die sich auf die Messung des durch kosmische Strahlung in der oberen Atmosphare 
entstehenden radioaktiven 1°Be (Halbwertszeit 2,7 Millionen Jahre) stiitzt, das 
natiirlich auch in den Tiefseesedimenten abgelagert wird, wiirde jedoch Be- 
stimmungen des Alters von Sedimentschichten bis zu 10, wenn nicht 20 Millionen 
Jahren erméglichen. 

Wie dem auch sei, jedenfalls scheint uns im Sinne von PETTERSSON [3] der 
Nachweis gelungen, daB schon in mehrere Jahrmillionen alten Tiefseesedimenten 
Material meteoritischer Herkunft abgelagert worden ist}, daB also das Auftreten 
von Meteoriten in der Gegenwart keineswegs auf ein nur innerhalb der letzten 
Jahrtausende erfolgendes Passieren des Sonnensystems durch eine kosmische 
Dunkelwolke zuriickzufiihren ist. Die Zeitgrenze solcher Nachweise bis in die 
geologische Vergangenheit zuriick ist heute nur durch die Lange der gewinn- 
baren Bohrkerne gegeben. 


1 In Kohlen wurden bisher nie ,,fossile‘‘ Meteoriten aufgefunden; vielleicht geht 
dies auf Verwitterungserscheinungen zuriick. 
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Fiir das IGY wurde die Einsammlung und Untersuchung des heute auf die 
Erde einfallenden meteoritischen Staubes vorgeschlagen (H. PETTERSSON). Wenn 
es gelange, die Briicke zwischen genauen quantitativen Feststellungen in der 
Gegenwart und den Bestimmungen fiir die Vergangenheit mit Hilfe der Tiefsee- 
sedimente zu schlagen, so waren Vorstellungen iiber die GrdBenordnung der 
absoluten Haufigkeit des auf die Erde einfallenden meteoritischen Materials und 
iiber ihre méglichen Schwankungen auf einer gesicherteren Basis erreichbar, 
als dies heute der Fall ist. 
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Metodo fotografico per la determinazione della resistenza aerodinamica 
di missili in volo 
di 
C. E. Cremona!, AIR 


(Con 4 figure) 


(Arrivato 6 gennaio 19356) 


Zusammenfassung. Es wird eine Methode fiir die Bestimmung des aerodyna- 
mischen Widerstandes eines fliegenden Geschosses dargelegt, die sich auf den Ver- 
gleich einiger Bahnparameter griindet, die mit optischen und optisch-elektronischen 
Methoden errechnet werden konnen, und entsprechender Parameter, die zu Gruppen 
theoretisch ermittelter GeschoBbahnen gehéren. Die Koinzidenz unter ihnen legt die 
berechnete Bahn fest auf Grundlage eines angenommenen Wertes des aerodyna- 
mischen Widerstandes, und damit auf Grund der Bestimmung des Gesetzes der 
Anderung des aerodynamischen Widerstandskoeffizienten. Die optischen und optisch- 
elektronischen Verfahren sind folgende: 

(a) Die Bewegung entlang des Startschlittens. Zwei photoelektrische Zellen be- 
finden sich am Anfang und am Ende des Schlittens. Hinter einem Schlitz wird ein 
optisches Beobachtungsgerat angebracht. Das Zeitintervall zwischen dem Beginn 
der Verdunkelung der beiden Schlitze wird mit einem elektronischen MeBgerat er- 
mittelt, das 1/200.000 sec messen kann. 

(b) Die Geschwindigheit am Ende des Startschlittens. Die Arbeit beschreibt einen 
optisch-elektronischen Apparat zur Bestimmung der Laufdauer der Rakete auf dem 
Schlitten und ihrer an dessen Ende erreichten Geschwindigkeit. 

(c) Die Bahn wahrend des Antriebes durch die Verbrennung. In den praktischen 
Fallen, die in Betracht gezogen wurden, ist diese Phase der Bewegung des Geschosses 
von der GréBenordnung einiger hundert Meter. Es wird eine besondere photo- 
graphische Methode angewendet, die von dem Verfasser in einer dem IAF-KongreB 
in Innsbruck vorgelegten Arbeit ver6éffentlicht worden ist [5]. Diese sogenannte ortho- 
symmetrische Methode beniitzt zwei photographische Platten, die in zwei aufeinander 
senkrechten Ebenen angebracht sind, anstatt wie tiblich in zwei parallelen Ebenen. 

(d) Der Einschlagpunkt des Geschosses. Zur Bestimmung dieses Punktes werden 
drei photogrammetrische Stationen beniitzt. Fiir die Bestimmung der Einschlag- 
punkte verschiedener, nacheinander abgefeuerter Geschosse kann dieselbe photo- 
graphische Platte verwendet werden, indem sie jedesmal durch einen besonderen 
Mechanismus um einen konstanten Betrag verschoben wird. 

Die Geradte zur Aufzeichnung der Phasen (a), (b) und (d) wurden von der Firma 
,,Officine Galileo‘ in Florenz geliefert. 

AuBer diesen experimentellen Erprobungen wurde die Berechnung einer Gruppe 
ballistischer Bahnen fiir dieselben Geschosse ausgefiihrt. Dabei wurde ein besonderes 
Integrationsverfahren unter Gebrauch der wohl bekannten Differentialgleichungen 
der ballistischen Bewegung eines Geschosses angewendet. Dieses Verfahren wurde 
von Dr. Bont beigestellt. Es ist in einem Anhang zur vorliegenden Arbeit beschrieben. 
Dr. Bont schlug auch eine spezielle Formel fiir die Bestimmung des aerodynamischen 
Widerstandskoeffizienten Cp vor. 


1 Direttore dell’Istituto di Balistica dell’Universita di Roma, Italia. 
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Der Vergleich zwischen den experimentellen Ergebnissen und jenen, die durch die 
Integration der Bewegungsgleichungen erhalten wurden, fallt sehr befriedigend aus, 
so daB das in dieser Arbeit beschriebene Verfahren sehr niitzlich fiir die Erweiterung 
der Kenntnis der Werte des aerodynamischen Widerstandskoeffizienten Cp ist. 


Abstract. The paper describes a method for determining the aerodynamic drag 
of a flying missile. This method is based upon the comparison of some parameters 
of the trajectory that can be calculated by optical and optical-electronic methods, 
and the corresponding parameters belonging to families of missile trajectories that 
have been determined theoreticaliy. The coincidence of these parameters settles 
the calculated trajectory upon the basis of a supposed value of the aerodynamic 
drag, i.e. by determining the law of variation of the coefficient of the aerodynamic 
drag. The optical and optical-electronic methods are the following ones: 

(a) The motion along the launching vail. Two photoelectric cells are installed at 
the beginning and the end of the rail. Behind a slot an optical observation device is 
employed. The time interval between the beginning of the darkening of the two 
slots is measured by an electronic device that is able to measure 1/200,000 of a second. 

(b) The velocity at the end of the vail. The paper describes an optical-electronic 
device for determining the time interval needed by the rocket on the rail, and for the 
measurement of the velocity which is attained at the and of the rail. 

(c) The path during the combustion. In the practical cases considered here this 
phase of the motion of the missile is of an order of magnitude of some hundred meters. 
A particular photogrammetric method which has been illustrated by the author in 
a paper delivered at the Innsbruck Congress of the 1.A.F. in 1954, published in the 
Proceedings of this Congress [5], is employed. This method the so-called ortho- 
symmetric method — uses two photographic plates, that are placed in two perpendic- 
ular planes, and not in two parallel planes as usually. 

(dq) The point of impact of the missile. In order to determine this point three 
photogrammetric stations are employed. The same photographic plate can be used 
for the determination of the points of impact for different missiles which have 
succesively been launched, the plate being displaced each time by a constant amount 
through a particular device. 

The equipment for recording the phases (a), (b), and (d) have been supplied by 
“Officine Galileo’’ at Florence. 

In addition to these experimental tests the calculation of a family of ballistic 
paths for the same missiles was performed, using a particular method of integration 
of the well known differential equations of the ballistic motion of a missile. This 
method was applied by Dr. Boni. It is described in an appendix to this paper. 
Dr. Boni has proposed also a particular formula for determining the aerodynamic 
drag coefficient Cp. 

Comparison between the experimentally obtained results and those obtained by 
integration of the equations of motion is very satisfactory, so that the method 
described here can be very useful for improving the knowledge of the values of the 
aerodynamic drag coefficient Cp. 


Résumé. L’article décrit une méthode pour la détermination de la trainée aéro- 
dynamique d’un engin. Elle est basée sur une comparaison entre (1) certains para- 
métres de la trajectoire calculables a partir d’observations optiques ou optiques- 
électroniques et (2) les paramétres pour des familles de trajectoires calculées 
théoriquement. La coincidence des paramétres classe la trajectoire calculée sur la 
base des valeurs adoptées pour la trainée aérodynamique, c’est a dire par la détermina- 
tion de la régle de variation du coefficient de trainée. Les méthodes optiques et 
optiques-électroniques sont les suivantes: 

(a) Mouvement le long de la rampe de lancement. Deux cellules photoélectriques 
sont installées aux extrémités de la rampe. L’observation optique se fait derriére 
une fente. L’intervalle de temps entre l’obturation des fentes est mesuré par un 
dispositif électronique avec une précision de 5 microsecondes. 
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(b) Vitesse a lextrémité de la vrampe. L’article décrit le dispositif électronique- 
optique mesurant l’intervalle de temps pour le parcours de la rampe et la mesure de 
la vitesse atteinte par la fusée a son extrémité. 

(c) Trajectoive pendant la phase de combustion. Dans les cas pratiques envisagés 
cette phase comporte une longueur de trajectoire de quelques centaines de métres. 
Une méthode photogrammétrique spéciale, illustrée par l’'auteur dans une communica- 
tion au congrés de |’ 1.A.F.a Innsbruck en 1954 et publiée dans ses comptes rendus, [5], 
est mise en application. Cette méthode, dite ‘“‘orthosymétrique“‘, utilise deux plaques 
photographiques placées dans des plans perpendiculaires et non paralléles comme on 
le fait usuellement. 

(d) Point d’impact de l’engin. I] est déterminé a l’aide de trois stations photo- 
grammétriques. La méme plaque photographique peut servir a la détermination 
des points d’impact de différents engins. Elle est alors déplacée chaque fois d’une 
certaine quantité par un dispositif spécial. 

L’équipement nécessaire aux phases (a), (b) et (d) a été fourni par |’ “Officine 
Galileo”’ de Florence. 

Outre ces essais, le calcul d’une famille de trajectoires balistiques a été fait par 
une méthode spéciale d’intégration des équations différentielles classiques, pour le 
méme type d’engin. La méthode a été appliquée par le Dr. Boni. Elle est décrite 
en appendice. Le Dr. Boni a également proposé une formule spéciale pour la 
détermination du coefficient de trainée expérimental Cp. 

La comparaison des résultats expérimentaux et des calculs d’intégration est 
tres satisfaisante; aussi la méthode décrite est-elle utile pour améliorer notre con- 
naissance du coefficient de trainée Cp. 


1. Premessa 


I metodi che l’aerodinamica sperimentale fornisce per la determinazione della 
resistenza aerodinamica di mobili balistici (razzi, missili o modelli in scala) sono 
di due specie e precisamente: 

— le gallerie aerodinamiche 

— le telemisure. 

Entrambi questi metodi, perd, richiedono impianti molto costosi sia come 
installazioni che come esercizio. 

Si espone, in questa memoria, un metodo pratico ed economico, per quanto 
approssimato, per la determinazione della legge di variazione del coefficiente 
adimensionale di resistenza unitaria media (tenuto conto, cioé, delle oscillazioni 
dell’asse del missile intorno alla velocita istantanea) in funzione del numero 
di MACH relativo alla quota di navigazione. 

I] metodo si ricollega a quello che circa un secolo or sono venne impiegato 
dagli artiglieri balistici. 


2. Simboli impiegati 


Siano: 
t = tempo 
tj =  durata di combustione 


= peso del mobile 
Qi = peso del mobile al tempo ¢ = 0 
Q; = peso del mobile al tempo ¢t = t& 


g =azccelerazione di gravita 
g* = vvalore di riferimento di g 
g, = valore locale di g 

m = (Q/g = massa del mobile 


z = quota (coordinata secondo la verticale con origine sul livello del mare) 
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o =densita dell’aria 
Qo = densita dell’aria a quota zero 
6(z) = g/09 = densita relativa alle varie quote 
2c = diametro della sezione maestra del missile (calibro) 
= c® = superficie di riferimento (arbitrario) corrispondente 
= T = spinta del propulsore 
= T, = spinta pr O<t<t 
= 0 = spinta per ¢ >t 
= resistenza aerodinamica 
= V(t) = velocita del mobile 
= componente verticale della velocita V 
= componente orizzontale della velocita V 
= velocita del mobile per ¢ = ¢ 
velocita del mobile all’uscita dalla slitta 
= V;(Z) = velocita del suono alla quota z 
angolo di rampa della slitta 
angolo di rampa della velocita alla fine della combustione 


3. Metodo 


Sia (fig. 1) C la traiettoria percorsa da un mobile balistico lanciato dalla 
slitta / sotto l’effetto della spinta Ti). 

Una tale traiettoria sara caratterizzata dai valori V; (fine slitta) e V. (fine 
combustione) ; ' dall’angolo iniziale di rampa f, della slitta; dall’angolo di rampa 


&- alla fine della combustione; dalle coordinate x, ed z-; dagli intervalli di 
tempo ¢; e t-; dal tempo totale #; dalla ascissa totale x; e quindi dal punto di 
caduta A del mobile. 

Una traiettoria del ge- 
nere risulta inoltre caratte- 
rizzata dal fatto che il mobi- 
le partendo da velocita nulla 
raggiunge il campo di velo- 
cita transonico e lo supera, 
generalmente, prima della 
fine della combustione. Suc- 
cessivamente esso decelera 
per ripercorrere all’inverso 
il cammino della velocita 
ripassando attraverso una 
buona parte del campo 
transonico. 

Il metodo consiste nel paragonare i dati suddetti rilevati durante un lancio 
del mobile (o di un suo modello in scala di similitudine dinamica) con quelli 
di una traiettoria ricavata per calcolo sulla base dell’assunzione di alcuni 
valori probatori delle caratteristiche aerodinamiche di resistenza del mobile 
stesso. 

















Fig. 1 


L’equazione del moto, infatti, pud scriversi: 
m(t)% + R(M) cos 8 — T(t) cos B = 0 
m(t)z + R(M) sen B — T(t) sen B + m(t) g =0 
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nelle quali: 


eo 


og 
te) 


ed € generalmente nota la funzione 7(¢) per 0 < ¢ < ¢, della spinta di propulsione. 
La funzione R(M) puo essere espressa con: 


m 


R(M) = Cr K(M)oS y2 


Cron iy) nella quale C;. é il valore del 
coefficiente aerodinamico 
di resistenza per numero 
di MAcH nullo e 








puo essere espresso con una 
delle note funzioni resistenti 
(Stacci, Krupp, HAJEL, 
MajJEVSKY etc.) od altre che possono dedursi dal confronto con altre funzioni 
note o ricavate teoricamente le quali contengono coefficienti dipendenti dalla 
forma del corpo. 

Opportunamente variando (fig. 2) entro limiti razionali i valori del coefficiente 
Cro e quelli (o quello) della funzione K(M) si puo tracciare una famiglia di traiettorie 
caratterizzate ciascuna da una serie di valori di essi. 

Interpolando, nella famiglia, la traiettoria rilevata sperimentalmente, si 
potranno definire i valori dei coefficienti e calcolare quindi la legge della 
resistenza aerodinamica corrispondente. 


Fig. 2 


4. Apparati per il rilievo della traiettoria 


Per i] rilevamento delle caratteristiche della traiettoria sperimentale sono 
stati impiegati i seguenti apparati: 


a) Moto lungo la slitta 


Durante il moto lungo la slitta interessa rilevare il tempo # impiegato dal 
mobile dalla partenza fino all’uscita dalla slitta stessa. Per queste misure 
si puO impiegare una apparecchiatura del tipo ,,Officine Galileo‘ mod. 
AV/1 il cui principio di funzionamento é basato su di un obiettivo munito di 
diaframma opaco, posto nel piano focale, con due strette fenditure trasparenti, 
diretto perpendicolarmente al piano verticale contenente la slitta in modo che 
la prima fenditura sia diretta immediatamente avanti al mobile fermo sulla 
slitta e la seconda al termine di essa. 

L’immagine del mobile che compare sulla prima fenditura agisce su una 
cella fotoelettrica la cui variazione di flusso, opportunamente manipolata, da 
inizio al funzionamento di un contatore. Questo seguita a contare in duecen- 
tomillesimi di secondo fin quando il mobile passa attraverso la seconda feritoia. 
Questo passaggio eccita una seconda cella foto-elettrica che blocca il funziona- 
mento del contatore. 
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b) Moto iniziale 


Una volta abbandonata la slitta il mobile sara animato da una velocita 
iniziale Vi che potra essere determinata con una seconda apparecchiatura simile 
alla precedente essendo 


Vy aX f 

mae 
nella quale d é la distanza dalla traiettoria del punto nodale anteriore 
dell’obiettivo; X la distanza fra le due fenditure; F la focale convenzionale 
dell’obiettivo; » il numero degli impulsi registrato ed / la frequenza dell’oscilla- 
tore locale. 


c) Tratettoria durante la combustione 


La traiettoria durante la combustione potra essere rilevata mediante uno 
dei metodi noti. Segnaliamo quello ortho-simmetrico da noi presentato nei lavori 
del Congresso dell’I.A.F. del 1954 [5] che meglio si presta a tali rilievi. Durante 
la ripresa delle traiettorie si avra cura di oscurare, con opportuni diaframmi 
opachi, la prima parte della traiettoria relativa al moto lungo la slitta fino al 
passaggio del mobile davanti la seconda fenditura della seconda apparecchiatura 
di cui la comma b). 

I] rilevamento fornira, oltre le caratteristiche geometriche spaziali della 
traiettoria: l’orientamento della velocita iniziale; il valore dei suoi incrementi 
fino al valore massimo V, alla fine della combustione; la quota e la distanza 
dall’origine del moto; |’orientamento delle velocita; il tempo ¢, impiegato etc. 


d) Punto di caduta 


L’apparecchiatura per il rilievo dei punti di caduta puo essere costituita 
da tre postazioni fotogoniometriche del tipo ,,Officine Galileo“ mod. ,,D.G.A.M.“ 
che sono costituite da una camera fotografica munita di obiettivo grandangolare 
,Aerogon‘ poggiata su un basamento contenente il cerchio azimutale. 

La sede dello schiassis porta-lastre é realizzata in modo che il piano della 
lastra venga premuto contro quattro piedini che localizzano il piano focale. 

Ogni postazione ¢€ munita di un monocolo che permette il puntamento 
reciproco delle postazioni o su falsi scopi e, ruotando con l’alidada, pud compiere 
una escursione secondo un piano verticale. Il monocolo é provvisto di un 
reticolo a crocicchio — con branche autoluminose per le operazioni notturne — 
rettificato rispetto all’asse ottico dell’obiettivo. Sulla forcella di supporto del 
monocolo é applicata una mira luminosa per il puntamento reciproco. Nel corpo 
della camera é inserito un sistema ottico che permette di effettuare sulla lastra 
fotografica la registrazione di quattro posizioni angolari del cerchio azimutale 
corrispondenti a quattro puntamenti di riferimento. 

Ai bordi del formato della camera, nella mezzeria dei lati sono sistemati 
quattro riferimenti ottici costituti da vetrini incisi a crocicchio ed illuminati 
posteriormente da altrettanti lampadini. 

I] punto d’intersezione delle congiungenti degli opposti riferimenti coincide 
con la intersezione dell’asse ottico con il piano focale. 

I] modello ,,D.G.A.M.“ presenta la particolarita che la piastra anteriore 
porta-obiettivo é scorrevole entro una coulisse verticale a mezzo di una vite a 
passo rapido manovrabile con bottone. In tal modo l’obiettivo pud assumere 
cinque posizioni che un fermo a sfera rende distanziate 10 millimetri l’una 
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dall’altra. Tale dispositivo permette di 
eseguire cinque rilievi di punti di caduta 
sulla stessa lastra. 

Predisponendo I’orientazione delle camere 
verso il presunto punto di caduta, sara 
facile, per triangolazione duplice spaziale 
(in presenza di dislivello fra le camere ed 
il punto di caduta), rilevare e controllare 
le coordinate del punto suddetto riferite 
agli assi presi come riferimento. 

La fig. 3 mostra una vista dell’apparecchi- 
atura montata su cavalletto campaleacolonna 
regolabile in altezza. 








Fig. 4. Tiri con razzi tipo F 1/80; coordinate punti 
di caduta. @ = 45°, V,; = 773 m/sec 


5. Applicazione del metodo 


Una volta in possesso dei dati relativi alla prima parte della traiettoria 
(traiettoria di combustione) e del punto di caduta si inseriscono questi nella 
famiglia di traiettorie calcolate sulla base della legge teorica di variazione del 
coefficiente di resistenza aerodinamica di vari numeri di MACH. 

Si potra cosi ricavare per interpolazione, come si é detto, quella relativa al 
tipo di mobile in esame. 

Nel caso si operi con modelli sara necessario munirli di propulsore tale che 
esso imprima al modello una V, contenuta nell’intervallo adottato nella compi- 
lazione della famiglia calcolata e si terra conto, ove necessario, della correzione 
da apportare per il differente numero di REYNOLDs. 

In appendice verra riportato un esempio pratico di applicazione del metodo 
esposto ed in fig. 4 un esempio di rilievo sperimentale di punti di caduta di una 
serie di lanci eseguiti con razzi di uguali caratteristiche alle stesse condizioni 
iniziali. 
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Alleg. 1. Argomento delle tavole e valori dei parametri 


Simboli per le unita: m= metro, s = secondo, kgf = chilogrammo-forza, 
kgm = chilogrammo-massa. 

1. Le presenti tavole hanno per oggetto la determinazione analitica del moto di 
un razzo per variabili condizioni iniziali di lancio e per variazioni nei supposti coeffi- 
cienti di resistenza aerodinamica del razzo tipo, al fine di precisare i valori dei detti 
coefficienti, istituendo un confronto coi risultati sperimentali. 

2. Caratteristiche del razzo considerato: 

dr =0,08 m =diametro equivalente del razzo. (2.1) 
pPr=6,4 kgf = peso del razzo. (2.2) 
3. Condizioni iniziali di riferimento (¢ = 0): 
Yo = 300 m = quota. 
V =750 m/s = velocita. 
6) = 45° = inclinazione. 
4. Valore presunto ¢y,9,, del coefficiente di resistenza c,,9 per velocita nulla: 
Cr,0,p = 0,08. 

5. Il parametro di resistenza B, che diremo ,,primo parametro di resistenza‘ 

(Cfr. ,, Procedimento dei calcoli‘‘, Alleg. 2), ha l’espressione: 
B = ¢y,0S 6:,0 8p/Pr, Ge *) 

dove: 

S = 2dp?/4 = 0,502 655 x 10-2. ~m? = sezione. 

01,0 = 0,12492 kgfs*m—4 = densita a quota 0 
dell’aria-tipo I.C.A.O. (Cfr. Alleg. 3). 
&p = 9,80665 ms? = valore della accelerazione di gravita convenzionale (a 
Parigi, Ufficio Intern. di Pesi e Mis.), per il quale si presume tarata la pesiera che da pr. 

(5.3) 

Assumendo il valore presunto di cy,9 indicato al precedente No. 4, si ha di con- 
seguenza un valore presunto By» di B: 

Bp = ~ 77,0 x 10-° ~m7!, (5.4) 

6. Il valore del parametro di resistenza P, che diremo ,,secondo parametro di 
resistenza‘‘, (Cfr. ,,Calcolo di K,(M) e K,(M), Alleg. 5‘), presenta le maggiori in- 
certezze, a motivo della mancanza di prove sperimentali su razzi consimili; un valore 
presunto e: 

Bs.= 0:8; 

7. I coefficienti differenziali di interpolazione, occorrenti per riportare alle stesse 
condizioni di riferimento i valori misurati per le traiettorie, durante le prove speri- 
mentali, praticamente effettuate in condizioni varie, si otterranno calcolando un 
certo numero di traiettorie, corrispondenti a opportuni gruppi di valori dei parametri, 
in modo particolare V, B, P, ai quali si possono in gran parte ricondurre altre varia- 
zioni. 

I gruppi di valori considerati sono i seguenti, distinti con un ,,Numero di serie“, 
da No. 01 a 06, e da un ,,No. caratteristico“ : 





N° caratter. 


| 
N° di serie | 
| 





| 750/80/0.8 
730/80/0.8 
770/80/0.8 
750/75/0.8 
750/80/0 9 
750/80/1.0 
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8. In questa prima fase di ricerche si suppone che il razzo si mantenga col suo 


asse tangente alla traiett., escludendo forze aerod. trasversali. 


Alleg. 2. Procedimento dei calcoli 


1. Costanti assegnate: yo, 4, V, B, P (Cfr. Alleg. 1). 

2. Funzioni date da tabelle: 6;,, (H), 1/vi,s (H). Precisione in valore relativo: 
1/105. 

3. Equazioni differenziali per il calcolo di x(t), y(t): 


x(t) = — b(v,b) Kp(M) x(t) = ms~? (3.1) 
y(t) = — b(v, y) Kp(M) y(t) — gr, (3.2) 
gr = 9,804 ms? = accelerazione di gravita a Roma. 
(Caso di sole forze aerodinamiche di resistenza.) 
4. Frequenza resistente, b(v, y): 
b(v, vy) = Bd;,,(y) v, Sas: (4.1) 
La 0;,, @ data nelle tabelle in funzione del geopotentiale (specifico) H: 
H = ygriG m2s—2, G = 9,806 65. (4.2) 
5. Funzione di resistenza, I p(M): 
Kp(M) = K,(M) + PK,(M™), (5.1) 


dove il calcolo delle funzioni K,(M), K,(M) é indicato nell’Alleg. 5. 
6. Numero di Macnu, M(v, y): 
Mv, y) = v]vi,5(9)- (6.1) 
La 1/v;,; € data in funzione di H da tabelle (Cfr. Alleg. 4). 
7. Velocita, v: 


v(t) = {/x(t)]? + [y(t)]}2¥2, 9 msm}. (7.1) 
Per il calcolo si pud impiegare la formula it~: ativa: 
Up 41 = Vy + (v2 — v,?)/2 04, (7.2) 


dove v, € un valore di prima approssimazione di vy, per ry = 1. 
8. Pendenza, tang @: 
tang 0(t) = y(t)/x(t). (8.1) 
Nelle tavole delle traiettorie si € riportato invece dell’angolo la sua tangente. 
9. Valori di x e y in funzione di v, 6: 
x(t) = u(t) cos 6(t) (9.1) 
y(t) = v(t) sen O(t), (9.2) 
da applicarsi in particolare per ¢ = 0. 
10. Condizioni iniziali: 
«(0) = 0; y(0) = yo; v0) —=V; 6(0) = 4. (10.1, 2, 3, 4) 
11. Sviluppi di TayLor per il calcolo dei passi successivi: 


x(t + At) = x(t) + (At) x(t) + (At)? X(t)/2 + (At)3 x (t)/6 (11.1) 
a(t + At) = x(t) + (At) x(t) + (At)? x (2)/2, (11.2) 

dove si assume con approssimazione: 
x(t) = [x(t) — x(t — At)]/At. (11.3) 


Analogamente per y, y, y. 

La (11.3) non é applicabile per ¢ = 0, percid all’estremo del primo passo si 
calcoleranno le (11.1), (11.2) senza l’ultimo termine, compensando l’errore con 
l’assumere un valore adeguatamente piccolo per il primo passo (Cfr. il seguente 
Alleg. 3). 





Vol. 
3 
1957 





Metodo fotografico per la determinazione della resistenza aerodinamica di missili in volo 61 


Alleg. 8. Precisione dei valori e numero dei passi 


La precisione che si ottiene nei valori finali della traiettoria dipende essenzialmente 
dalla successione di ampiezze adottate per i vari passi, e di conseguenza dal loro 
numero. 

Tuttavia per non accrescere tale errore a causa del successivo amplificarsi degli 
effetti di scarsa approssimazione, durante le molteplici iterazioni, si é usato oppor- 
tunamente un numero sia pure esuberante di cifre significative per i valori durante i 
calcoli, lasciando un minimo di 5 cifre significative soltanto per i valori ricavati per 
interpolazione da tabelle, la cui precisione non era superiore. 

Indichiamo il numero di decimali adoperati per le diverse variabili. 


x(t), y(t), x(t), y(t), tang 0, v(t), M, Kp(M), x, y, *, ¥. 
3 3 4 4 6 4 5 5 5 5 4 4 
Valori ausiliari di funzioni occorsi nei calcoli, ma non riportati nelle tavole delle 
traiettorie allegate, sono stati calcolati col numero di decimali come sotto indicato: 
Ay), oir), 103/v;,5(H), b(v, y), K,(M), K,(M), 6b Kp. 
2 5 5 7 5 5 7 
Per ottenere la richiesta precisione di + 0,03°% sui valori finali della traiettoria 
sono stati adottati i seguenti valori dei passi At di integrazione con riferimento sia 
a precedenti che ad attuali esperienze di calcolo: 
At=0,05 s per 0 = 7=< 001 
At = 0,1 OF <1 02 
At = 0,2 OP < tO 
At = 0,5 10 <t<50 
At =1 5,0<t< 24 
At=2 t> 24. 


Alleg. 4. Caleoli di 6;,(H) e di 7/v;,;(H) 


La funzione 6;,(H) rappresenta al variare del geopotenziale H (in m*s~?) la 
densita relativa dell’aria-tipo I.C.A.O. (International Civil Aviation Organization, 
Doc. 7041, sept. 1950) secondo la formula, valida per la troposfera (H < 11 000 m*s~?): 


6i,H) = (T/T,)" —}, 
dove: 
Ty) = 288,16 °K 
T(H) = T, — 0,0065 H 
n = 6,26061. 
Il geopotenziale H si esprime in funzione della quota y (in m) sul livello medio 
del mare, mediante la formula: 
H = yg/G m?s~?, 
dove: 
g = accelerazione del luogo (a Roma: g = gr = 9,804 ms~?) 
G = 9,806 65, &Rr/G = 0,999 730. 


La funzione 1/v;,,(H) rappresenta al variare di H l’inverso (m~'s) della velocita 
v;,s(H) del suono nella detta aria-tipo I.C.A.O.: 


1/v;,s(H) = (To/ T)'/2/;, 5,0 , 


dove: 
Vi,s,0 = 340,43 (ms!) = velocita del suono per y = 0. 


Per H>11000m’%s~? é: vu, = 259,19ms—?. 
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Ci siamo serviti di tabelle che riportano i valori di dette funzioni per H variabile 
di 100 in 100 da 0 a 11 000, con l’approssimazione di 5 cifre significative, ed il cui 
passo consente l’interpolazione lineare (le differenze prime sono tabulate) con la 


stessa approssimazione. 


Alleg. 5. Caleolo di K,(M) e K,(M) 


Il rapporto del coefficiente aerodinamico di resistenza c,(M) al suo valore per 
numero di Macn, ™, nullo, viene rappresentato con la seguente speciale funzione 
resistente Kp(M): 

Kp(M) = K,(M) + K,(M) P = c,(M)/c,(0). 
Il coefficiente P della combinazione lineare, che diremo ,,secondo parametro di 


resistenza‘‘, dipende dalla forma del corpo. 
Adottiamo le seguenti espressioni di K,(W) e K,(™M), ottenute dall’Ing. A. Boni 


in una sua ricerca: 








M e4 ee >2 bi. is . 
- . 1957 
ip ce 1+ 1,35M “ae oe ' 
(. : ( r 
i") | 1 + 16(1,1 — M)? {1 + 500 (1,1 — M)*]| — “© 
r=0 
5 
K,(M) 0 Wa,"(M — 1)" | 11,5/(M +2,2) 
r=0 


Per i coefficienti a,’ ed a,’’ sono indicati i seguenti valori: 








vy 0 1 2 3 4 5 
Ay’ 2,15582 4,7974526 | —12,592799 — 12,56454 32,93855 | —14,73449 
a,” 0 0 0 | 30,14388 | —45,94536 18,53947 


Esistono tabelle delle dette funzioni (allegati 8 e 9). 


Alleg. 6. Formule di interpolazione 


I valori delle funzioni 6;,,(H) e 1/v;,s(H) possono essere ottenuti con la precisione 
richiesta di 1/100 000 in valore relativo, mediante |’interpolazione lineare in base alle 
tabelle esistenti, come si é gia indicato nell’Alleg. 4. 

Per quanto riguarda le funzioni K,(M) e K,(M), mentre nel caso M>2 si é 
eseguito il calcolo direttamente, invece per 0 < M <2 sono state adoperate le 
tabelle indicate nell’Alleg. 5, le quali, per ottenere la stessa precisione 1 : 10°, 
richiedono l’interpolazione parabolica. 
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Sono stati adoperati a tale scopo i coefficienti B’’ di BesseL (Cfr. Tabelle in 
, Nautical Almanac“, London, 1937), espressi da: 
BY’ =u(1— u)/4, 
dove u ha il significato seguente. 
Sia dato il quadro delle differenze dei valori della funzione generica f per valori 
equidistanti w_,, Wy, @,, Ww, della sua variabile indipendente w: 


fing fo 


47 
Ay 


I] valore /,, della funzione, che corrisponde ad un valore di w ottenuto incrementando 
W®, di una frazione uw dell’intervallo, @ dato, nella interpolazione di 2° grado di 
BESSEL, da: 


fu =fo + u Ay,’ — B’(Ay” + Ay”). 


Alleg. 7. Tabella dei coefficienti differenziali «,, yp m2? 


La derivata xg della funzione x(t; B) rispetto a B (ed analog. per y), in corri- 
spondenza di un certo valore B, di B, si € ottenuta in prima approssimazione dal 
rapporto incrementale: 

rept; B,) = [#(t; B,) — x(t; B,)]/(B. — B,), 
ammesso B, abbastanza prossimo a B,. 

Con riferimento alle attuali traiettorie si € assunto: 

By = Se Xx 10°, Baie < Gr" min; 
Altri parametri distintivi sono: 4 45° V = 750 m/s, P 0,8. 
La precisione delle seguenti tabelle di xg e yg e intorno a 3 cifre signif. 
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Alleg. 8. Tabella di K,(M), per O<[ M<1 
(kK =O; per: 0=< M=)) 





Ae M K,(M) 





0.0 


0.00 1.0 0000 1.0 0006 
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10 0002 5 | - 0019 “4 
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Alleg. 9. Funzione K(M) per 1,0< M< 2,0 (caso P = 0,8) 








ed 
= 


M | -K(M) 
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Project Vanguard — Earth Satellite Vehicle Program 


Charaeteristics, Testing, Guidance, Control, and Tracking! 


By 
F. I. Ordway, III?, ARS 
(With 12 Figures) 


(Received December 1956) 


I. Introduction 


The first report! on the U.S. satellite vehicle program was effective April 1956 
and presented some administrative details, characteristics of the Vanguard rocket, 
information on tracking, and advantages to scientific research of orbital vehicles. 
This article will expand on the above subjects, and will include some information 
on satellite instrumentation. It is planned, however, to defer to a later paper a full 
discussion of satellite instrumentation, partly because of space requirements, and partly 
because of final decisions on instrumentation and scientific experiments to be carried 
out are still to be made. Before any final selections are possible, the final design and 


capabilities of Vanguard must be fully established. 
Notwithstanding, the following proposed experiments have been tentatively 
accepted (of some 30 proposals received by the I.G.Y.): 


Experiment 


Cosmic Ray Observations 

Satellite Environmental Measurements 
(pressure, temperature, meteoric in- 
cidence, skin erosion) 

Measurement of Solar Ultraviolet Inten- 
sity in the Lyman Alpha Region 

Measurement of Ionospheric Structure 


Measurement of the Earth’s Cloud Cover 
and Albedo 

Measurement of Interplanetary Matter 

Measurement of Meteoric Dust Erosion 
of Satellite Skin 

Determination of Flux of Primary Cosmic 
Ray Nuclei with Atomic Number 
Larger than Eight 


Agency 


State University of Iowa 
Naval Research Laboratories 


Naval Research Laboratories 


Ballistics Research Laboratories, 
Aberdeen Proving Ground 
Signal Corps Engineering Laboratories 


Air Force Cambridge Research Center 
University of Maryland 


Research Institute for Advanced Study, 
Glenn L. Martin Co.; Barton Research 
Foundation 


1 See F. I. Orpway, III, The U.S. Satellite Vehicle Program. Astronaut. Acta 


2, 115 (1956). 


2 Member, Editorial Board; General Astronautics Corp., Oyster Bay, New York, 
USA. (Now, Huntsville Field Office, Box 656, Huntsville, Ala., USA.) 
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II. Vanguard Characteristies 

A, Overall Missile 

Contractor Glenn L. Martin Co. 
Length, feet 721 
Diameter, inches 45 
Fineness ratio 19:1 
Weight, gross, pounds 22,600 (also given: 21,978.5) 





Fig. 1. Vanguard’s second stage rocket motor is being developed and tested by Aerojet- 

General Corporation, and features a “‘spaghetti’’ type of thrust chamber construction 

(aluminum alloy tubes). The oxidizer is used as the regenerative cooling agent. Thrust may 
be as high as 10,000 pounds 

1 The addition of the lengths of the three stages totals more than 72 feet. The 

reason is that the stages partially fit inside one another. 
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Weight, airframe, pounds 
Weight, propellants, pounds 


Mass Ratio 
Cognizant Agency 


Fig. 2 
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3,100 
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0:72 


Naval Research Laboratory 


s first stage 


. Powerful new General Electric rocket engine, designated the X 405, will be employed 


THIRD STAGE 
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SEPARATION 


THIRD STAGE 
IGNITION 


VELOCITY 25,000 FT/SEC \. 

ALTITUDE 200-400 MILES~ 

RANGE — 1500 MILES 

TIME 10 MIN. AFTER 
LAUNCHING 


PRELIMINARY SCHEMATIC TRAJECTORY 
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Launch Latitude 25° 28’ N 
Vehicle Configuration Finless 


Construction 


Aluminum sheet for first stage tanks. 
Engine section of aluminum frames and 
stringers, with rivetted magnesium 
sheet skins. Spot and fusion welding 
used to join metal parts. Second stage 
will use stainless steel in tanks, with 
aluminum frames & stringers construc- 
tion, magnesium skin. Second stage 
forward section will be of aluminum 
and magnesium 
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IZ. Auxiciary Rocxet Moron retractine 
SECOND STAGE SHELL FROM SPINNING THIRD 
STAGE WITH ITS SATELLITE PAYLOAD. 


(COASTING) 
(2né. STAGE BURNOUT) 


(ist. STAGE BURNOUT) (3rd. STAGE IGNITION) 








Fig. 4 


B. First, Second and Third Stage Details 





Item 


Units | First stage | Second stage | Third stage 
| 





Airframe contractor | | Glenn ds, Glenn L. Alleghany Ballis- 


Engine Contractor 


Length 
Diameter 


| MartinCo.| Martin & tic Laboratory 
| | Aerojet- and/or Grand 
| General Corp. Central Rocket 
| Company (in 





| conjunction 
| | General Aerojet- with Martin 
| Electric General Corp. and Aerojet). 
| So. (propulsion They supply 
| unit and in- the engine 
tegral tanks) and case 
feet 44 31 _ 
inches 45 32 - 











Project Vanguard — Earth Satellite Vehicle Program 





| | | 
Item | Units | First stage | Secondstage | Third stage 





| | | 
Weight (1) overall | pounds | 17,800 | 4,770 (with 
) propellants | | - |— included 


(1 
(2 
(3) payload | — |— third stage) 
(4 


) empty = 
Velocity, burnout | miles/hour | 3750 (pos- | 9,135 
| sibly up 
| to 4000) 
Range, maximum miles | 275 | — 1500 
Velocity, impact | miles/hour | — — — 
Acceleration, maximum | g — | -- — 
takeoff | g 6 — — 
Thrust, maximum | pounds 27,000 9000 plus 1000 plus 
Propellants | kerosene/liq-| white fuming | solid 
| uid oxygen) _initric acid/ 
unsymet- 
rical 
dimethyl- 
| | hydrazine 
Feed system | |turbo pump | helium gas 
pressure 
Altitude, peak | — a 300 
burnout i 36 2 140 300 
Temperature, skin . — 1000 1000 
Angle of ascent, burnout | degrees 45 | — 
Time (1) to burnout | seconds 140— 150 130— 140 = 
(2) to peak | -- — 
(3) to impact (or | = 
orbit) | 
Vibration characteristics | 
Initial heading of vehicle | degrees 


Percent orbital velocity | 
given by each stage | 
(3% supplied by 
Earth’s rotation) | | 
Separation details retrorockets | Atlantic Research 
will retard Corp. solid 
2nd stageat | rockets will 
3rd stage spin 3rd stage 
separation | at separation 
(501b. | (200 rpm) 
thrust) | (50 lb. thrust) 


1 Final velocity proportional to ratio of loaded rocket weight to satellite weight. 
About 1,000 pounds of vehicle weight needed to place each pound of satellite into orbit. 

* Second stage separates at this altitude, carrying the rest of the vehicle to about 
140 miles, when burnout occurs. During the third stage of flight both the second 
and third stages coast to some 300 miles (vehicle attitude being controlled by small 
jets of residual second-stage pressurization gas). The third stage is fired at this 
altitude, and reaches the final velocity of nearly 18,000 miles per hour. It is spin- 
stabilized on its longitudinal axis by mounting the stage on a turntable (on second 
stage) and imparting torque to it by the small Atlantic Research solid rockets. At 
third stage burnout, the satellite is separated from the rocket at a few feet per second 
by small retroactive rockets. 
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| | | 
Item | Units | First stage | Second stage | 
| | ! 


Third stage 





Construction | monocoque | monocoque | Single solid pro- 
| | pellant cylinder 
Engine designation X 405 | | — 
Engine characteristics | 
weight | pounds 
temperature of 
chamber °F 
chamber diameter inches 
nozzle throat diam. inches 
chamber volume sq. in. 
characteristic chamber | inches 
length (L*) 
nozzle area expansion 
ratio 
cooling | regenerative| regenerative 
Specific impulse Ib/lb/sec _~ 
Propellant flow rate | Ib/sec | | - 
Effective exhaust | 
velocity ft/sec 
Chamber pressure Ib/in.? 
Mixture ratio, O/F 
Expansion cone half 
angle degrees 


Ignition characteristics 
Injector System 
Misc. remarks, factors 
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DYNAMICS 











Fig. 5. Pitch axis of Vanguard Rocket control system is illustrated in this simplified block 
diagram. Changes and corrections needed in pitch axis are channeled through the autopilot 
to the servo system that operates actuators which push and pull on the gimballed thrust 
chamber. Resultant changes in Vanguard rocket dynamics are reinterpreted by pitch gyro 
to complete closed loop system. In the diagram: H stands for angular momentum of gyro 
wheel, the property that gives the gyro its ‘‘memory’’. T indicates the gyro torquer through 
which the gyro ‘“‘memory”’ is changed. S is the signal pick off. Other figures represent the 
various angles that must be accounted for in keeping the rocket in the correct pitch heading. 


@ is the actual pitch angle. E @ is the error in the pitch angle measured by the pitch axis 


gyro. The error is determined by comparing actual pitch angle @ to the ‘‘memorized” pitch 

angle. © represents scheduled changes needed in the pitch angle to allow rocket to slope 

toward an orbit so that satellite might be successfully launched. This constant changing 

of the pitch gyro is accomplished by an automatic pitch scheduler which signals changes 
needed to the gyro torquer in degrees per second 
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III. Guidance and Controls 


A. Introduction 


In the second stage, forward of the fuel tank, the guidance, control, and 
telemetering and instrumentation packages are located. The guidance reference 
system is entirely within the Vanguard, and serves to maintain the finless vehicle on 
the proper course, first vertical, and then inclining. Once the third stage separates 
from the second, all ground control is lost. The final angular heading depends on 
close steering precision and efficiency of Vanguard’s control system. 


‘ axes 
LOF FUGHT 


Fig. 6. First production model of Project Vanguard rocket guidance system illustrates 
compactness of 3-axis platform. HIG-6 gyros will be calibrated to three flight axis 
pitch, yaw and roll (line of flight). Gyros, and electronics are mounted in casting 


B. Capsule Data on Control System 
Manufacturer, three-axis guidance Minneapolis-Honeywell Regulator Co. 
reference system (Aeronautical and Ordnance Division) 
Manufacturer, magnetic amplifier Vickers, Inc. (Vickers Electric Division) 
autopilot (Subsidiary of Sperry-Rand Corp.) 
Function, reference system Through integrating gyroscopes, to detect 
vehicle roll, pitch and yaw. Gyro- 
generated signals feed the magnetic 
amplifiers and serve the actuators 
Function, autopilot Tied in to reference system, actuators 
align the gimbel-mounted thrust cham- 
bers to correct errors in flight path 
Weight, hermetic integrating gyro (HIG) 4.6 pounds 
Space envelope, hermetic integrating gyro 5.9 x 3.07 inch cylinder 
HIG-6 gyro parts Gyro rotor, supporting gimbal, torque 
generator, and signal pick-off 


C. Discussion of System 
Three extremely precise gyroscopes, calibrated to a pre-established heading 
reference in yaw, roll and pitch, form the core of the control system. The gyros, 
known as hermetic integrating gyros (HIG), weigh less than five pounds each, have 
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somewhat less than 300 parts, and incorporate bearings alike to within 1/10,000,000th 


part of one inch. 


rotor assembly and gimbal in a fluorlube fluid. 
Heaters built into the gyros keep the temperature at a suitable level for efficient 
operation. 





Fig. 7. Functional diagram of three-axis guidance 
reference system for Project Vanguard rocket shows 
placement of three HIG-6 gyros on platform in second 
stage of the three-stage rocket. These and other 
components manufactured by Minneapolis-Honeywell 
Regulator Company’s Aeronautical Division will be 
housed in container resembling two derby hats placed 
brim to brim. Each gyro will have its temperature 
regulator, amplifiers and other electronic equipment. 
A scheduling device will work through the pitch 
gyro only 


HEATERS AN! SYMMETRICAL 


SIGNAL 0 
MICROSYN SENSING ELEMENT GIMBAL SPIN MOTOR 


BALANCING 


Fig. 8. Cutaway drawing of HIG-6 floated gyro 
shows placement of rotor and gimbal (surrounded by 
viscous fluid) between torque generator and signal 
microsyn units. This is most sensitive of production- 
line gyros, although it has only about 300 parts 


Virtually frictionless operation is assured by mounting the gyro 


The temperature controllers are all-transistor amplifiers (using six H-6 


power transistors). Because of 
very slight voltage loss, they 
are used both for power and 
switching functions. Since there 
are no relay contacts in the 
system, shock and vibration 
problems are avoided. The 
gimbal, in which the gyro 
wheel is mounted, “‘floats’’ in 
the fluorlube in the center of 
the gyro container and is sup- 
ported by tiny jewel bearings 
ateachend. At the ends of the 
gyro case are located the torque 
generator and signal pick-off 
potentiometer. 

On application of the 400 cy- 
cle operating power, the gyro 
will operate at 12,000 rpm’s, 
developing a type. of inertia. 
The gyro motors respond to 
undesired changes in roll, yaw 
and pitch by rotating the gim- 
bal on its bearings. The gyro 
signal pick-off detects this move- 
ment and releases an error 
signal through the autopilot 
amplifier to the servo system, 
which causes pitch and yaw 
corrections to be made in 
thrust chamber alignment. 
While magnetic servo amplifiers 
will probably be used, vacuum 
tube types are being developed 
as a backup. Roll corrections 
are made by on-off jets (no 
proportional control) on the 
sides of the rocket, which also 
are controlled by the guidance 
system. 

A gyro calibrating system 
for correcting the ‘‘memory”’ 
of the guidance system will 
be provided at the Vanguard 
firing location. This will serve 
to correct for any alignment 
errors that may have been 
introduced following the place- 
ment of the rocket on the 
platform. 


A final task of the Honeywell system is to monitor the pitch heading of the 
Vanguard vehicle, bringing the rocket into a trajectory amenable to the launching 
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of its satellite payload. Velocity, altitude, and pitch angle all are important at 
this phase of flight, and the Honeywell electronic system makes continued adjustments 
in the latter two quantities. A clock-like pitch programming device, working into 
the torque generator (used to change gimbal position) of the pitch gyro, effects the 
pitch heading commands. The pitch programmer will cause a tightly monitored 
direct current to pass through the torque generator, thereby producing a torque to 
rotate the gyro gimbal to the desired changed axis. This new position now forms the 
basis from which corrected electrical signals are generated and fed into the guidance 
system. During the important coasting part of the trajectory pitch heading must 
be kept to within 1/2 degree accuracy. 


Fig. ¥. The internal reinforcing structure of the satellite is made by Brooks & Perkins, Inc. 
of magnesium tubing and parts machined from magnesium bar stock. All parts of this 
structure are assembled by welding, using the inert gas-shielded arc welding method 


IV. Satellite Details 


Constructor Brooks & Perkins  (cost-plus-fixed-fee 
contract) 

Power Source Batteries (chemical storage). (Later per- 
haps silicon wafer solar battery) 

Power generation 5 watts 

Time to orbit 10 minutes (approx.) 

Period (if 4 = 500 miles) 100 minutes 

Orbital characteristics 200 to possibly 1400 miles 

Orbital eccentricity ~ 0.07 

Number of satellites to be built 6 (with current funds) 





Satellite size 


Cost 
Exterior finish 


Coating material 
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20 inches diameter. Possibly, smaller 
6 and/or 12 inch spheres will also be 
used, eventually 


Highly polished for ease of optical 
tracking. Will incorporate silicon mono- 
xide 

Gold, 1/30,000th inch thick 


Vol 
3 
195’ 


Fig. 10. Welding the outer magnesium cover ring over the depressed area of the spinning to 
form a pressure-tight cavity on the inside of the Earth satellite 


Weight 

Skin thickness 

Weight, structure (overall) 
Weight, shell 
Constructional materials 


Interior bracing 
Construction details 
Data storage 


Exterior tolerance 
Manufacturing details 


Support structure 
Instrumentation readings 
Command frequency 


21—1/2 Ibs. 

0.03 inch 

10 lb. 

4 lb. 

Magnesium: 95%; Aluminum: 3— 3.5%; 
inc: 4% 

Magnesium tubing plus Kel-F low 
thermo-conductivity plastic 

Screws hold magnesium skin to bracing. 
Sphere sealed by welding or mechanical 
joining 

Memory device (elaborate) 

4 microinches 

Both hemispheres to be manufactured 
separately, then joined after all in- 
strumentation is inserted 


Battery supports. Antenna supports. 
To be triggered by radio command 
Secret 
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Protection 


Orbital tolerances 


Allowable error velocities 
Vehicle orientation at time of satellite 
release 


A nose cone will protect the satellite 
during the aerodynamic portions of the 
flight. Much nose cone work is being 
carried out by the General Electric Co. 
under Air Research & Development 
Command. Developements in_ this 
area are being closely watched 
Perigee: 200 miles 
Apogee: 800 miles desired 

1500 miles maximum 
+ 340 miles per hour 
0 to 2.9 degrees 


V. Administration 


Vanguard Director JOHN P. HAGEN. 


Vanguard Technical Director Mitton W. Rosen. 
Members, Technical Panel, Earth Satellite Program. 


RICHARD W. PorTER, Chairman 
HuGH ODISHAw, Secretary 
JOSEPH KAPLER 


FRED L. WHIPPLE 
James A. VAN ALLEN 
LYMAN SPITZER 


HomER E. NEWELL, Jr. H. F. SpILHaus 

W. H. PICKERING 

Dept. of Defense Administration C. C. FurNaAs (Assistant Secretary of Defense, 
Research & Development). 

Chairman, Technical Advisory Panel H. J. STEWART. 

Funds appropriated $ 18,500,000. Of this, $ 5,000.000 goes 
to Dept. of Defense to aid in rocket 
program (up to $ 50,000,000 may later 
be allocated) 


VI. Preliminary Test Firings 
On 8 December 1956 Viking rocket No. 13 was fired at 0103 from Cape Canaveral, 
Florida (site of Patrick Air Force Base Missile Test Center launchings). At the peak 
of its trajectory it had reached 125 miles, and at engine cutoff its velocity was 
4000 miles per hour. The impact point was some 180 miles from the launching site. 
Tracking beacons, telemetering equipment, and the Minitrack device were ejected 
from the nose instrumentation section during the flight, and tracked. Informations 


on temperatures and pressures were telemetered to the ground. Viking 13 was 
launched from a new type launching device. It has been reported that this rocket 
incorporated a Vanguard rather than Viking nose cone, and that control and stabiliza- 
tion tests were made. 

Future testing will include slugs to represent the weight of the satellite, separation 
components, and staging. Control will always be maintained from the ground until 
the third stage has been separated. Viking 14 will next be fired, followed by actual 
Vanguard test vehicles. 

Vanguards will be launched from a platform designed and built by Loewy- 
Hydropress Division of Baldwin-Lima-Hamilton Corp. It is less than 12 feet high 
and approximately 15 feet square. Ground-controls test equipment is being handled 
by the Polarad Electronic Corporation. 


VII. Volunteer Optical Tracking Program 


A. Administrative and Background 
The volunteer program, like the professional, is administered by the Smithsonian 
Astrophysical Observatory. The following officials are in charge: 
Dr. J. ALLEN Hynek, Associate Director, Satellite Tracking Program 
Dr. ARMOND M. Spitz, Coordinator of Visual Observations 
MartTHA L. Hott, Administrative Assistant. 
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The amateur tracking program, which carries the code-word ‘‘Project Moonwatch”’, 
is extremely important to the success of the overall tracking program for I.G.Y. 
satellites. Some 97 or more Moonwatch stations are to be provided, each requiring 
approximately 15 members to form a group. The importance of these groups in the 
overall tracking program lies in the fact that, during the initial path stages, the 
satellite’s position will be uncertain, and it will not be possible for the large profes- 
sional cameras to go into operation. Amateur Moonwatch observers (together with 
Minitrack radio crews) will have the responsibility of ‘‘acquiring’’ the satellite and 
furnishing the approximate positions to allow the general characteristics of the orbit 
to be determined. Moonwatchers, then, by providing for preliminary ephemerides, 
inform the professionals where to train their equipment, allowing them to perform 
their required functions. 

The radio and amateur visual programs back one another up, but it should be 
noted that, should the satellite’s Minitrack transmitter fail to operate, the full 
acquisition responsibility will be in the hands of the amateurs. Furthermore, during 
' the final orbital stages of the artificial satellite, when it begins to spiral earthward 
rapidly, only amateur observations will be feasible. At this stage it is assumed that 
the battery power on the satellite will have been used up, and of course the orbit will 
be changing at a rate far beyond the capabilities of the professional cameras to handle. 


B. Communications 


All U.S. amateur observations will be filtered through the Smithsonian Astro- 
physical Observatory’s Central Computing Center, which will act as the control center. 
Amateur group leaders will forward all important sighting and tracking information 
by phone or radio, or perhaps telegram, to this center. Instructions on this and other 
aspects of the volunteer program are contained in the Smithsonian’s Bulletins for 
Visual Observers of Satellites. 


C. Equipment 


The amateur will use the following equipment: 

(1) Telescopes with apertures of about 50 millimeters (between 45 and 55) having 
a magnifying power of 6 x or 7 x, or 

(2) Mounted binoculars or monoculars (field of view: 10 to 12 degrees) 

(3) Meridian marker pole with crossbar 

(4) Timing equipment such as (a) radios, (b) tape recorders, and (c) stop watches. 

Such instruments are necessary to bring out the satellite and the background 
control stars with relative ease. 

The following inexpensive Moonwatch telescope has been suggested for amateur 
use: 


Magnification 5—1/2 x 
Objective 51 mm in diameter 
Focal length 180 mm 
Aluminum tube (into which objective 
and eyepiece are mounted) 8—1/2 inches long 


2—1/32 inch inside diameter 
2—3/8 inch outside diameter 
Field 12—1/2 degrees 
The magnification is low enough to permit a wide field. The image brightness has 
been described as “‘impressive’’. 
A relatively inexpensive chronograph has also been developed, which is described 
by WALTER G. Marion of the University of California in Smithsonian Bulletin No. 3. 


D. Tnal Runs 


There was to have been an alert for the amateur tracking stations on 8 December 
1956, but this was postponed until Spring, 1957 to ‘‘allow Moonwatch teams to 
become better organized and trained in observing techniques’’. To test the tracking 
organization, a simulated satellite will be flown. This will be an airplane flying at an 
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altitude high enough so that its motors cannot be heard, and at a speed which will 
simulate as close as possible that of a satellite. A light simulating the expected 
brightness of the satellite will be carried. 


E. Instructions to Amateurs (from Smithsonian Bulletin No. 4) 


(1) During Transit of the Satellite: 

(a) Give appropriate signals so that time will be recorded at the following critical 

instants: 
1. When the satellite is first observed. 
2. When the satellite disappears behind the mast. 
3. When the satellite leaves the field of view. 

(b) Mentally record as accurately as possible the complete path of the satellite 
with respect to the stars as it crosses the field of view. 

(c) Note the position of the western edge of the mast with respect to the back- 
ground stars. 

(d) Estimate the satellite’s brightness relative to one or two stars in the field. 
(2) Immediately After the Satellite Has Left the Field: 

(a) Sketch the path of the satellite on the star chart; also the position of the 
western edge of the mast. 

(b) Mark the points on the satellite's path where the times were recorded. 

(c) Determine the magnitude of the satellite relative to the stellar magnitudes 
obtained from the star chart. 

(3) In Consultation, the Group Leader, the Observer, and the Time- 
keeper will: 

(a) Determine the time of disappearance of the satellite behind the mast, also 
its right ascension and declination at that time. (This is the most essential information 
that must be reported to headquarters.) 

(b) Measure with a protractor the position angle of the satellite’s track on the 
chart. 

(c) Calculate the angular velocity of the satellite, making use of the times and 
positions recorded on the chart. 

(4) Reporting the Observations. The station leader will transmit, 
in prearranged form, the following data to Cambridge: 

(a) Station leader’s name, and the name and code number of the station. 

(b) Time of disappearance of the satellite behind the western edge of the mast. 

(c) Right ascension and declination of the position of disappearance behind 
the mast. 

d) Position angle of the satellite path. 

e) Angular velocity of the satellite. 

f) Magnitude of the satellite. 

g) Number of observers participating. 

h) Times of beginning and ending of the observation period. 
i) Weather and atmospheric (seeing) conditions. 


( 
( 
( 
( 
( 
( 


F. International Tracking Organization 


Internationally, there is as yet little information on what type of amateur visual 
tracking teams will be set up. A considerable amount of interest in South America 
has been exhibited, and Prof. TEoFILo TABANERA of Argentina has been named 
coordinator of activities on that continent. During the I1.G.Y. Rio de Janeiro 
conference earlier this year, scientists pointed out the importance of Central and 
South American cooperation in the optical program. I.G.Y. scientists hope, of 
course, that a world-wide network of observers will be available for making the visual 
observations. Each nation is supposed to name its optical tracking coordinator. 


G. The Moonwatch Program 


Both the number and quality of Moonwatch observers will help determine the 
reliability of the observations made. The first and most important requirement is 
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that the satellite be acquired, i.e. that it not be permitted to pass an observing station 
unseen. Smithsonian Observatory will tell the group leaders approximately where 
and when the satellite will pass, but it will be the entire responsibility of the teams 
to locate it and send reliable observations to the Cambridge Control Center. It has 
been emphasized that only group leader reports will be accepted by the control 
center. The key to success in this program is teamwork and cooperation, not isolated, 
individual observations. 

Moonwatch coordinators have put forth the following three points, the fulfillment 
of which will contribute to the success of the program: 

(1) The station’s geographical position must be precisely known. Otherwise, 
observation reports will be useless at the computing center. 

(2) The computing center will only deal with a limited number of known stations, 
and will not be able to investigate any reports from any stations other than those 
approved. 

(3) The ‘‘optical fences’’, into which the volunteer groups will form, are designed 
to prevent any satellite from ‘‘slipping through” successive observation zones without 
being recorded. 


H. Group Organization 


The observing station will be organized under a group or team leader. The 
optimum number of observers per station has been set at about 30, each provided 
with binoculars or monoculars with wide aperture and field, so mounted that the 
instrument is fixed in the plane of the meridian. It is felt, however, that smaller teams 
could be useful in the program. The best instrumentation of the group will depend 
largely on the number of available observers. 

Moonwatch officials have informed the groups that a shortwave radio giving 
accurate time signals is practically indispensible. They also suggest that recording 


equipment be available to permit permanent records to be made of time and other 
data. Stopwatches are of course necessary. Observers will probably wear lapel 
microphones directly wired to a master tape recorder, which will also record the radio 
time signals. 


I. Procedures 


Within the framework of establishing “optical fences’’, each group leader will be 
assigned a given sky area along the meridian. Enough overlap with adjoining group 
areas will be provided, thereby ascertaining tight coverage against missing the satellite 
on the outskirts of a given control area. 

In order to be able to accurately report a satellite’s path across the sky, each 
amateur should be well acquainted with the fainter stars as they move across his 
position. He will then, upon making a sighting on a satellite, be able to record 
precisely the vehicle track across his section of the sky. Moonwatch officials have 
emphasized to the amateurs that once a sighting has been made, a signal should 
warn the timekeeper and recorder. Under no circumstance should the optical in- 
strument be rotated to follow the movement of the satellite; only the group leader 
and assistant group leader are, at this point, permitted to confirm observations with 
moveable binoculars. 

Following confirmation, attempts will be made to follow and report the satellite’s 
path. Information obtained by the central computing station will be used to more 
accurately work out the orbital characteristics of the Earth-circling vehicle. When 
the satellite is near perigee, the twilight observing period will be not more than one 
hour, but it may exceed two hours when at apogee. It is possible that two sightings 
may be made during a single observing period. At perigee it will apparently move 
at about 1.3 degree per second, and at apogee (or at lower meridian altitudes), the 
rate will be cut to a small fraction of one degree each second. Any observer will 
probably be able to observe the vehicle for only 20 to 30 seconds. 
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J. Station Organization 


Site Level, free from lights. 

Viewing Unrestricted, north and south. 

Coverage Entire meridian to N and S limits which depend on latitude 
of station. 

Geometry of station 25—35 foot vertical pole stands at center, with crossbar near 
the top, to serve as meridian marker. Observers are stationed 
along a N—S line through the pole at a spacing which will 
depend on the effective fields of the instruments. Sufficient 
overlap must be provided for. 
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Fig. 11. Mercator Projection of Satellite Orbit 


VIII. Professional Optical Tracking Program 
A. Administration 

Here too, the administration is carried on by the Smithsonian Astrophysical 
‘Observatory, with the following organization: 

Dr. FRED L. WurppLe, Director Smithsonian Astrophysical Observatory. 

Dr. ALLEN HyNeEk, Associate Director, Satellite Tracking Program. 

Dr. Kart C. HENizE, Astronomer in Charge of Satellite Tracking Stations. 

All communications will presumably be handled by radio connection between the 
professional stations and the headquarters at the Smithsonian Astrophysical Observ- 
atory. The Cambridge Center will conduct preliminary orbital caiculations, provide 
for the optical stations, regular ephemeris predictions of possible satellite transits, 
handle geodetic studies, and back up the master computation center in Washington. 


Astronaut. Acta, Vol. III, Fasc. 1 6 
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B. Tracking Stations 


It is understood that there will be a total of 12 sites where the professional 
satellite tracking cameras will be located. These sites will be selected from the 


following tentative list: iF 
White Sands, New Mexico, USA. Wyoming, USA. 
Cocoa Beach, Florida, USA. Maui, Hawaii 
Japan S. China 
Australia India or Pakistan 
Iraq Iran 
Egypt Ethiopia 
Bloemfontein, Union of S. Africa Spain 
Morocco Dutch West Indies 
Venezuela Quito, Equador 
Antofagasta, Chile Arequipa, Peru 
Brazil Cordoba, Argentina 


C. Optical Tracking 


The main professional item of equipment will be an F/1 Schmidt camera, with 
a 20 inch aperture. It will give 30 micron images over a field 30 degrees in diameter. 
The actual field photographed on 55 millimeter strip is 5 degrees by 30 degrees. 
It will be capable of picking up a 15 inch sphere at approximately 1000 miles. The 
Schmidts stand about 10 feet high, and are 8 feet wide. According to expectations 
the images will be measured with a probable error of plus or minus one second of 
arc perpendicular to the satellite path and plus or minus three seconds of an arc 
along the path. It is felt that ground stations will be positioned to within about 
40 foot accuracies, allowing tremendous advances in geography to be registered. 
Of course, the measurements along the path will depend primarily on the accuracy 
of the time measurement, which, in turn, will depend greatly on a crystal clock 
designed by RoBertT Davis of Harvard University. It is being constructed by 
ERNST NORRMAN of the Ernst Norrman Laboratories, Williams Bay, Wisconsin. 
According to information available at this time, the clock will give an estimated 
accuracy of plus or minus 0.001 seconds of time and will be readable to plus or minus 
0.0001 seconds of time. The time display unit, including a circularly polarized os- 
cilloscope, is photographed on each film exposure. 

Assuming a perigee of 200 miles and an apogee of 1500 miles the photo visual 
magnitude of the satellite (when overhead) will range from 5.7 to 10.1. The following 
chart breaks this into seven increments of 200 miles each. Angular velocity will 
range from 88 ft/sec to 9, relative to observer. 


Calculated photo visual magni- 
tude of satellite when overhead 


Height of satellite, miles 


D. Satellite Tracking Camera Details 


The satellite tracking camera is a modified Schmidt design with a three element 
apochromatic corrector plate. It has an effective aperture of 20 inches, a focal ratio 
of 0.97, and a good field of 30 degrees. The mounting is a tri-axis system, allowing 
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the camera to track in any position across the sky. The film can thus be oriented 
parallel to any predicted satellite path. The mechanical features of the tracking 
camera, including the shutter, timing and film transport mechanisms and the satellite 
tracking drive, have been designed by Jos—EPH NuNN and Associates of Los Angeles. 
Pyrex blanks for 12 mirrors are already in production at the Corning Glass Co, while 
correcting plate glass will come from Germany (Schott optical concern). 

The following operation is visualized: 

(1) The camera will track and expose the satellite. 

(2) It will then track at the sideral rate and expose the star background. 

(3) Both exposures will occur on the same film. 

(4) This double exposure, followed by a rapid change of film, can be accomplished 
in times and varying in steps from 2 seconds to 16 seconds. The time of successive 
exposures will depend on (1) sky conditions, (2) angular motion, and (3) satellite’s 
altitude. 

(5) Camera drive and shutters are powered by 21/4 horsepower synchronous 
motors. Their input frequency is controlled by the crystal clock. 

(6) Stations will send in rough positions (l1—3 minutes of arc) to Cambridge 
Computing Center within an hour or two after photos have been taken. 

Continuous Kodak Tri-X film will be used. 


E. Details of the Crystal Clock 


The crystal clock: 

(1) Provides time accurate to plus or minus 0.001 seconds. 

(2) Is readable to plus or minus 0.0001 seconds. 

A radio receiver (tuned to one of the standard time signal transmitters) is an 
integral component of the clock. This receiver is used both to calibrate the zero point 
of the clock and to supply electrical impulses at 0.001 seconds. The impulses are 
displayed on a circularly polarized oscilloscope. By means of a servomechanism the 


clock display is duplicated within the camera where it is photographed on each 
operating cycle to record the time of observation. An emergency clock power supply 
will also be provided, since an uninterrupted power supply is necessary to insure 
accurate calibration of the clock at all times. 


IX. Radio Tracking of Satellites 


A. Introduction 


A radio tracking system known as Minitrack has been developed by the Naval 
Research Laboratory for use during the I.G.Y. for measuring the angular position 
of satellite vehicles. The system operates by comparing the length of one path to the 
vehicle from a receiving antenna with that of the second of the pair (electrical phase 
comparison method). Minitrack stations employ nine receiving antennas, arranged 
in the form of a cross, and occupy a site area of about 1000 square feet. While perhaps 
an order of magnitude less accurate than optical tracking, Minitrack can operate 
during overcast weather and during the day. Assuming that the satellite-borne 
transmitter functions properly, it is the surest method available for locating the 
vehicle in space and determining its orbit. Other than providing ephemerides, 
Minitrack will be useful for mapping and geodetic operations. 

A Minitrack electronic ground installation consists of a pair of receivers located 
at opposing ends of base lines, which are several hundred feet long. They act as radio 
frequency interferometers, recording the intervals between satellite-emanated radio 
signals. Additional pairs at right angles to the first improve the accuracy of the 
“fix’’ on the satellite. A Minitrack station requires the services of 10 technicians, 
and costs some $ 120,000. Stations are oriented along a north-south line. 

Ground receivers, set up at right angles to each other, pick up the 108 megacycle 
transmissions from the satellite. The direction of the satellite can be determined with 
this equipment to within three minutes of arc. The satellite-borne Minitrack trans- 
mitter will weigh only 13 ounces. 

6* 
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Each Minitrack station will scan the sky approximately 600 miles to the north 
and to the south, as well as 60 miles in both easterly and westerly directions. 
Ionospheric disturbances may prove troublesome at times during the tracking observa- 
tions. 

A simplified Mark II design may supplement the professional stations, being 
manned in part by amateurs. 


B. Organization 


At the present time seven Army, two Navy and one joint Navy-Air Force operated 
Minitrack stations will be established for the I.G.Y. period, largely in the form of a 
north-south radio fence. 

Of these, eight will be on or near the 75th meridian, one near the 115 th and one 
on the 50th, from near sea level to as high as 12,000 feet. As with the optical tracking 
organization, this will assure that no satellite passes through the fence unobserved. 
The U.S. Navy will supply Minitrack components and train the crews in its use. 
As tracking data are recorded at Minitrack stations, they will be forwarded directly 
(within less than 1/2 hour) to the Army Communications Control Center, Washington, 
D.C., and then relayed to the Vanguard Communications Control Center at Naval 
Research Laboratory. 


C. Location of Sites} 
The following sites are now planned. 








Country Locality Operating Apgeomieane 
: ; agency latitude 
USA. Blossom Pt., Md. Navy 38.4 degrees N 
USA. Navy Electronics Laboratory, | Navy 32.6 degrees N 
San Diego, Calif. 
USA. Ft. Stuart, Ga. Army 32 degrees N 
Cuba Batista Field, Havana Army 22.9 degrees N 
Antiqua Island Coolidge Field Navy-Air Force | 17.1 degrees N 
Panama Rio Hato Army 8.5 degrees N 
Ecuador Mt. Cotopaxi, Quito Army 0.6 degrees S 
Peru Ancon, Lima Army 11.8 degrees S 
Chile Antofagasta Army 23.5 degrees S 
Chile Peldehue Military Reservation, | Army 33.5 degrees S 
Santiago 
D. Details 


The ground station will have an eight antenna array capable of angularly locating 
the satellite in north-south and east-west positions. Both eight and twelve-element 
dipole arrays are being tested. Electronic phase comparison equipment will be located 
in a trailer at each station. Other than angular measurements, Minitrack will report 
the exact time the satellite crosses the zenith point. 

The Minitrack station will be given approximate information (arrival time to 
within six minutes, position to within several hundred miles) from satellite launch 
characteristics from the Vanguard multistage rocket. It will then have to acquire 
the orbital vehicle and supply both angular positions and rates to an accuracy sufficient 
for optical trackers. 


1 Additional sites, including those using Mark II equipment, may be established. 
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E. Characteristics 


Transmitter 


Transmitter weight 

Output 

Power supply (requires pressurization) 
Precision of operation 


Ground equipment 


Receiving antenna 


Transmitter, frequency 
Transmitter space envelope 
Satellite antennas 


Transmitter lifetime 
Operating wavelength 
Precision of observations 


One-stage crystal controlled oscillator, 
with transistors 

13 ounces (including batteries). 

20 milliwatts 

Mercury batteries (7 at 1.2 volts) 

3 minutes of arc, to possibly 20 seconds 
of arc at small zenith angles and at 
night 

Precision multiple array and electronic 
installation 

Fan-shaped reception pattern, with wide 
dimension in a north-south plane. Its 
projection on celestial sphere is ellip- 
tical and, at expected satellite height, 
will have beam hundreds of miles wide 

108 megacycles (UHF) 

Cylinder, 5 by 3 inches 

Four-element array (90° apart) on sat- 
ellite 

350 hours, continuous operation 

3.05 meters 

3 minutes to 20 seconds of arc 


HABANA, CUBA 


&, agent 
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Fig. 12. Satellite Tracking Stations 


F. Mark II, Simplified Minitrack System 


Of lower accuracy, but adaptable to wider use, the Mark II Minitrack requires 
a pair of antennas located in an east-west plane separated by three to six hundred 
feet, a joining transmission line, sensitive receiver, recorder, and timing device. 
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Standard AM (and not phase comparison) techniques will be employed to amplify 
the signal to the recording level. The operation is as follows: 

As the satellite crosses the field of the antenna it causes the difference in path 
lengths in two radio paths to scan at multiples of a wavelength. At each multiple, 
therefore, a null in the output of the hybrid occurs, and by measuring the angle made 
at the null, the satellite can be located. 

The cost of this simplified Minitrack system has been estimated at about $ 5000.00. 
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Buchbesprechungen — Book Reviews — Comptes rendus 


Acht- und neunstellige Tabellen zu den elliptischen Funktionen. Dargestellt mittels 
des JAcoBischen Parameters g. Von M. ScHULER und H. GEBELEIN. Mit einem 
englischen Text von Lauritz S. LARSEN. Mit 11 Textabb., XXIV, 296 S. Berlin- 
Gottingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1955. Geb. DM 58.—. 

Der numerischen Verwendung der elliptischen Funktionen stand bisher sehr oft 
der Umstand im Wege, daB alle vorhandenen Tafeln in keiner Weise den Anspriichen 
der Praxis geniigten. Die Schwierigkeit besteht darin, eine Tafel zu schaffen, die 
eine mOglichst bequeme Interpolation (héchstens 2. Differenzen) mit einem maBigen 
Umfang verbindet. Eine solche Tafel 14Bt sich durch Erweiterung der bisherigen 
Tafeln nicht schaffen. 

Die vorliegenden neuen Tafeln der Verfasser erfiillen nun die genannten Be- 
dingungen dadurch, daB statt des LEGENDREschen Moduls © der JAcosische Para- 
meter g eingefiihrt wird, der in den auBerordentlich gut konvergierenden Reihen der 
JAcosBischen Thetafunktion auftritt. Allerdings hat die Verwendung von q zur 
unausbleiblichen Folge, daB alle Werte der Funktionen, bei denen g als Variable vor- 
kommt, vollig neu berechnet werden muBten. Ferner waren zwei geeignete Hilfs- 
funktionen G und H einzufiihren, die fiir die Interpolation nach beiden Verander- 
lichen sehr gut geeignet sind. 

Die umfangreichen numerischen Neuberechnungen konnten, nachdem die Deutsche 
Forschungsgemeinschaft eine zehnstellige Rechenmaschine zur Verfiigung stellte, 
durch Herrn GEBELEIN, der spater noch von Herrn B. SCHNEIDER unterstiitzt wurde, 
durchgefiihrt werden. 

Die beiden Funktionen G und H, die in den neunstelligen Tabellen I bis 1 V gegeben 
werden, sind AbkOmmlinge der JAcosischen Thetafunktion und wie folgt definiert: 
8,(x) — 2q'4sin x H I(x) — 1 

2q%/4 sin x q ; 

Fiir sie k6nnen gut konvergierende Potenzreihen benutzt werden. 

Die in der Praxis wichtigen elliptischen Funktionen sind die JAcoBischen Funk- 
tionen sn u, cn u und dn uw, deren Zusammenhang mit G und H leicht zu ermitteln ist. 
sn u cn u 


, lg und 
sin * COS * 


c—- 


In den Tabellen V und VI sind daher die achtstelligen Werte von lg 


lg dn uw gegeben. 

Das Tafelwerk ware unvollstandig, wenn man nicht gleichzeitig den Zusammen- 
hang zwischen dem Parameter g und dem LEGENDREschen Modul © zur Verfiigung 
hatte. Da auch hier die bisherigen numerischen Tafeln unzureichend sind, wird in 
Tabelle VII diese Umrechnung ausfiihrlich gegeben. 

Ausfiihrliche Einleitung nebst klaren Beispielen (deutsch und englisch) erleichtern 
den Gebrauch der Tafeln. Uberall dort, wo elliptische Funktionen in der Anwendung 
gebraucht werden, werden diese Tafeln von groBem Nutzen sein. Man kann den 
Verfassern nur dankbar sein, da8 sie hier cine unbequeme Liicke ausgefiillt haben. 

K. ScHUtTtTe, Miinchen 


Fiinfstellige Tabellen zu den elliptischen Funktionen. Dargestellt mittels des JAcosi- 
schen Parameters g. Von M. SCHULER und H. GEBELEIN. Mit einem englischen 
Text von Lauritz S. LARSEN. Mit 11 Textabb., XI, 114 S.  Berlin-Géttingen- 
Heidelberg: Springer-Verlag. 1955. Geb. DM 29.60. — 

Diese Tabellen sind im wesentlichen eine auf fiinf Stellen beschrankte Ausgabe 
der acht, bzw. neunstelligen Tafeln derselben Verfasser. Tabelle I und II enthalten 
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die fiinfstelligen Werte der GroBen ~ , lg ed lg dn wu in Abhangig- 


keit von g und z = cos2 * = cosa/K: u. 

In den Tabellen III und IV werden zwei neue Funktionen G und H gegeben, die 
gut interpolierbar sind, und aus denen durch eine kurze elementare Rechnung die 
Jacosischen Thetafunktionen zu gewinnen sind. Auch G und H hangen von z und q 
ab, sind aber etwas anders definiert als die Funktionen G und H in der acht- bzw. 
neunstelligen Tafel. 

In Tafel V folgt die Umrechnung zwischen dem LEGENDREschen Modul 9 und 
dem JaAcosischen Parameter q, und in einer kurzen Tabelle VI findet man die not- 
wendigen Koeffizienten fiir die Interpolation nach EVERETT. 

Das fiinfstellige Tabellenwerk ist vor allem fiir Physiker und Ingenieure bestimmt 
und wird iiberall ebenso willkommen sein wie die acht- bzw. neunstellige Tafel, 
sofern die geringere Genauigkeit ausreichend ist. K. ScHttTTE, Miinchen 


Spaceflight. Herausgegeben von der British Interplanetary Society, London. Vol. I, 
Heft 1 (Oktober 1956) und 2 (Januar 1957). Preis je Heft 3 s. 

Die BIS hat sich im Herbst 1956 entschlossen, eine neue Zeitschrift ftir die- 
jenigen Leser herauszugeben, denen das wissenschaftlich-technische Niveau des aus- 
gezeichneten ordentlichen Gesellschaftsorgans ,, Journal of the British Interplanetary 
Society‘ zu schwierig fiir ein ausreichendes Verstandnis ist. Als Herausgeber zeichnet 
der bekannte englische Astronom Patrick Moore, F.R.A.S. Rein wissenschaftliche 
und technische Ver6éffentlichungen jedoch sollen dem genannten J. Brit. Interplan. 
Soc. reserviert bleiben. 

In einer Zeit, in der die Bevoélkerung aller Lander ,,weltraumbewuBt" (,,space 
conscious’) wird, kann die Bedeutung der hohen Aufgabe, vichtige Informationen 
tiber die Fortschritte der Astronautik und aller in ihr vertretenen Disziplinen még- 
lichst weit zu verbreiten, nicht hoch genug eingeschatzt werden, insbesondere im 
Hinblick auf die Erziehung der 6ffentlichen Meinung und die Ausmerzung ver- 
breiteter Irrtiimer und Mi®verstandnisse. 

Die beiden ersten Ausgaben der neuen Zeitschrift enthalten eine ganze Reihe von 
Artikeln, z. B. iiber Ziele der Raumfahrt, Funktion der Rakete, das Vanguard- 
Projekt, Berufsméglichkeiten in der Astronautik, die Marsoberflache, die Beobachtung 
der kiinstlichen Erdsatelliten, den Mond, das V 2-Triebwerk, Pioniere der Weltraum- 
fahrt (ZioLKOWSKI und Dr. GoppARD), die schweizerische Oerlikon-Rakete, den 
7. Internationalen Astronautischen KongreB 1956 in Rom. Zahlreiches gutes Bild- 
material bereichert die Texte und — was in den englischsprachigen Zeitschriften oft 
so sympathisch bertihrt — auch der Humor kommt in Form liebenswiirdiger Scherz- 
zeichnungen zur Geltung. Zu erwahnen sind auch noch eine Ubersicht tiber die Er- 
scheinungen des gestirnten Himmels sowie eine Ubersicht iiber astronautische Li- 
teratur und Buchbesprechungen. Alle Artikel, die von bekannten englischen und 
amerikanischen Experten verfaBt sind, sind angenehm lesbar und gut verstandlich. 

Es ist gewiB, daB sich diese neue Zeitschrift viele neue Freunde erwerben wird, 
auch in den nicht-englischsprachigen Landern. Die BIS diirfte, wenn sie auf diesem 
Wege fortfahrt, ihr mit ,,Spaceflight’‘ gestecktes Ziel in dankenswerter Weise er- 
reichen. F. Hecnt, Wien 





Herausgeber, Eigentiimer und Verleger: Springer-Verlag, Wien I, Mélkerbastei 5. — Fiir den Inhalt verantwortlich: 
Prof. Dr. Friedrich Hecht, Wien VIII. AlserstraBe 69. — Druck: Berger & Schwarz, Zwettl, N.-O. 
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Zur Flugmechanik der Photonenraketen! 


Von 
Eugen Sanger?, GfW 
(Mit 2 Abbildungen) 


(Eingegangen am 5. Mai 19356) 


Zusammenfassung. Bei den noch hypothetischen Photonenraketen ist die Strahl- 
geschwindigkeit gleich der Lichtgeschwindigkeit, so daB sich auch ihre Fahrtge- 
schwindigkeit der Lichtgeschwindigkeit nahern kann. Aus den Gesetzen der klassi- 
schen Mechanik wiirde damit folgen, daB die begrenzte Dauer des menschlichen 
Lebens und das aus technischen Griinden begrenzte Massenverhaltnis der Rakete 
Reichweiten von einigen Lichtjahrzehnten, also tiber einen sehr kleinen Raum der 
Galaxis und nur bis zu den allernachsten Fixsternen, erlauben kénnten. Aus den 
Gesetzen der relativistischen Mechanik folgt jedoch bei derart lichtnahen Fahrt- 
geschwindigkeiten eine erhebliche Dilatation der Eigenzeit an Bord des Fahrzeuges 
gegentiber der irdischen Zeit, so daB das Leben der Besatzung und der Antrieb des 
Raketenmotors wesentlich langsamer abrollen, als der irdischen Zeitrechnung ent- 
spricht. Dies hat zur Folge, da8 man innerhalb der Lebensdauer der Besatzung und 
mit endlichem Massenverhaltnis der Rakete alle denkbaren Entfernungen des Kosmos 
bis zu den Millionen Lichtjahre entfernten Nebeln zuriicklegen kann, also Raum- 
fahrzeuge sich, technisch und vom Standpunkt der Besatzung gesprochen, schetnbar 
mit vielfacher Lichtgeschwindigheit bewegen konnen. 


Abstract. The yet hypothetical photon rockets have jet-velocities equal to the 
velocity of light, so that also their flight velocities may approach the optic velocity. 

From the laws of classical mechanics, it would follow that the limited human 
life-time and the limited mass-ratio of the rocket would permit ranges of some tenths 
of light years, i.e. over a very limited space of our galaxy and to the nearest fixed stars 
only. 

From the laws of relativistic mechanics, however, for those very near optic- 
velocities a considerable dilatation of proper time on Board of the vehicle relative to 
the terrestrial time occurs, so that life of the crew and action of the rocket-motor 
run slower, than in the corresponding terrestrial time-scale. 

From this it follows that within the life-span of the crew and with limited mass- 
ratios of the rocket, every conceivable distance in space, up to the nebulae millions 
of light-years distant can be covered, so that, expressed jn technical terms, and from 
the standpoint of the crew, the vehicle seems to be able to move with considerable 
super optic-velocity. 

Résumé. Les fusées a photons, encore hypothétiques en ce moment, auront des 


vitesses de jet égales a la vitesse de la lumiére. Leur vitesse de vol peut donc aussi 
s’approcher de la vitesse de la lumiére. 


1 Vorgetragen beim VII. Internationalen Astronautischen Kongre8 in Rom, Sep- 
tember 1956. 

2 Forschungsinstitut fiir Physik der Strahlantriebe, Stuttgart-Flughafen, Bundes- 
republik Deutschland. 
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E. SANGER: 


I] résulterait en ce cas des lois de la mécanique classique, que la durée limitée 
de la vie humaine et le rapport massique limité de la fusée ne permettraient que des 
portées de l’ordre de quelques ‘dizaines d’années lumiéres. On ne pourrait donc se 
mouvoir que dans un secteur bien restreint de l’espace de la galaxie et seulement 
jusqu’aux étoiles fixes les plus proches. 

Mais pour ces vitesses de vol il résulte des lois de la mécanique relativiste une 
dilatation considérable du temps propre a bord du véhicule de sorte, que la vie de 
l’équipage et l’action du moteur fusée sont fortement ralentis par rapport a 1’échelle 
du temps terrestre. 

I] s’en suit, que pendant la durée de vie de l’équipage humain, et avec un rapport 
de masse de la fusée limité, on peut couvrir toutes les distances imaginables de 
l’espace cosmique, jusqu’aux nébuleuses distantes de millions d’années lumieéres. 
Ainsi ces astronefs peuvent, semble-t-il, dépassey a volonté la vitesse de la lumiére, 
si l’on s’éxprime de maniére technique, mais non physiquement relativiste. 


Wir beniitzen gewohnlich das Wort Astronautik, das heiBt Sternenfahrt, 
heute in einem — der technischen Lage entsprechend — sehr eingeschrankten 
Sinn fiir das Ubergangsgebiet von Luftfahrt zu Raumfahrt und fiir die Probleme 
der ErdauBenstationen. Schon die Erérterung interplanetarer Fahrten setzt 
auch heute noch den Wissenschaftler der Gefahr aus, fiir einen Phantasten zu 
gelten, so wie er dies vor 25 Jahren selbstverstandlich war, wenn er sich mit Uber- 
schallflug, Héhen-Raketen oder kiinstlichen Erdsatelliten befaBte. Den eigent- 
lichen Inhalt des kiihnen Wortes Astronautik, den Flug zu den Fixsternen, zu 
diskutieren, haben bisher nur wenige sehr unabhangige Geister gewagt, mit dem 
Risiko, einem Schicksal GIORDANO BRUNOs nahezukommen. Dennoch miissen 
wir diesen Mut nun fassen, um jene Ubersicht iiber die zukiinftigen Méglich- 
keiten zu gewinnen, die es uns erlaubt, die technischen Entwicklungen auch 
weiterhin richtig zu steuern. 

Unseren modernen Physikern ist es gelungen, in ihren Kernforschungsgeraten 
Massenstrahlen verschiedener schwerer Partikel mit Geschwindigkeiten herzu- 
stellen, die sich der Lichtgeschwindigkeit nahern, und andererseits ist es ihnen 
gelungen, stationare Plasmentemperaturen von solcher Hohe kiinstlich zu er- 
zeugen, daB die Strahlungsdriicke dieser heiBen Gase von technischer GréBen- 
ordnung werden. Unsere modernen Raketeningenieure sind den Physikern dicht 
auf den Fersen, diese fast oder ganz lichtschnellen Massenstrahlen fiir ihre Strahl- 
antriebe anzuwenden, wobei ihnen die sich rasch entwickelnde Technologie der 
Kernenergie zu Hilfe kommt. 

Wir wissen genau, welch bescheidenes Massenverhiltnis eine Rakete braucht, 
damit ihre Fluggeschwindigkeit gleich der Auspuffgeschwindigkeit ihres An- 
triebsstrahles wird, und sehen daher die nicht allzu entfernte Méglichkeit, daB 
sich auch die Fluggeschwindigkeit eines Raketenfahrzeuges im Weltraum der 
Lichtgeschwindigkeit nahern kann. Damit tritt das Problem der Erreichbarkeit 
der Fixsterne in unseren technischen Gesichtskreis. 

Die Astronomen geben die Entfernungen der Fixsterne meist in Lichtjahren 
an. Die unserer Sonne nachststehende ,,Proxima Centauri‘ ist beispielsweise 
etwa 4,3 Lichtjahre entfernt; die Distanz bis zum Zentrum unseres MilchstraBen- 
systems betraégt rund 30000 Lichtjahre, bis zum Andromedanebel sind es 
750000 Lichtjahre. Die Ausdehnung des gesamten Weltalls wird auf einige 
Milliarden Lichtjahre geschatzt. Nach neuerer Ansicht waren die letzten drei 
Angaben sogar zu verdoppeln. 

Da unser Raumfahrzeug relativ zur Erde duBerstenfalls mit fast Licht- 
geschwindigkeit fliegen kann, scheint es also zundchst, als ob die Lange eines 
Menschenlebens die mdglichen Reichweiten des Fahrzeuges auf einige Licht- 
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jahrzehnte, also auf einen winzigen Raumausschnitt unseres MilchstraBen- 
systems in der Umgebung unserer Sonne beschrankt. Demnach ware also mit der 
auBersten technischen Vollendung unserer Raketenantriebe, die wir bei voll- 
standiger Zerstrahlung aller mitgefiihrten Treibstoffe jemals erhoffen kénnten, 
anzunehmen, daB uns wohl die nachsten Fixsterne unserer Sonnenumgebung er- 
reichbar werden kénnten, daB uns aber schon weitere Bereiche unserer Galaxis, 
und erst recht fremde Spiralnebel grundsatzlich unerreichbar bleiben. 


Es soll Gegenstand meines Vortrages sein, Ihnen zu zeigen, daB diese Be- 
schrankung tatsdchlich nicht besteht, daB die normale Lebensdauer der mensch- 
lichen Besatzung eines solchen Fahrzeuges vielmehr ausreicht, jede beliebige 
astronomische Distanz nicht nur bis zu anderen Galaxien, sondern bis an die 
auBersten Grenzen des Kosmos zu durchmessen, das Fahrzeug sich scheinbar 
also mit vielfacher Uberlichtgeschwindigkeit bewegen kann, und daB das dazu 
erforderliche Massenverhaltnis der Rakete zwar gro8, aber durchaus noch vor- 
stellbar wird. Der Grund fiir diese erstaunlichen Tatsachen ist, daB fiir die 
Flugmechanik dieser Fahrzeuge nicht mehr die Gesetze der klassischen, NEWTON- 
schen Mechanik gelten, sondern die Gesetze der speziellen Relativitatsmechanik 
EINSTEINS. 

Wir setzen den Grenzfall eines Raketenfahrzeuges mit vollstandiger Massen- 
zerstrahlung als vorhanden voraus, bei dem also die an Bord des Fahrzeuges 
mitgefiihrten Treibstoffmassen vollstandig in Photonen oder Neutrinos, Anti- 
neutrinos, Gravitonen usw. verwandelt und daher mit Lichtgeschwindigkeit in 
einer vorgewahlten Richtung abgestrahlt werden. 

Die Falle anderer, von Eins verschiedener Massen-Energie-Umwandlungs- 
grade, wie etwa jener des Kernzerfalls, der Kernspaltung, der Kernsynthese usw. 
mit entsprechend kleineren Auspuffgeschwindigkeiten, bzw. gré8eren Massen- 
verhaltnissen, sind dann leicht nachzurechnen [1}. 

Wir setzen ferner ein solches Raketenfahrzeug im schwerefreien und wider- 
standsfreien Weltraum unter der Wirkung beispielsweise des Photonen-Antriebes 
in gerader Richtung fliegend voraus und sehen also auch von dem ,,Strémungs- 
widerstand“ des interstellaren Gases ab. 

Auf das mit dem Fahrzeug fest verbundene Koordinatensystem, das soge- 
nannte Eigensystem, bezogen, verwenden wir zunachst die bekannte klassische 
Raketengrundgleichung zwischen dem Verhaltnis m-./m.9 der jeweiligen zur 
anfanglichen Eigenmasse des Fahrzeuges und dem Verhaltnis einer erreichten 
Eigenfahrgeschwindigkeit v, zur Auspuffgeschwindigkeit c, die in diesem Grenz- 
fall also gleich der Lichtgeschwindigkeit ist. 

M,.|Meog = € *el®. (1) 


Wir beniitzen das physikalisch sinnlose Wort ,,Eigengeschwindigkeit* fiir 
den, wie sich noch herausstellen wird, sehr zweckmaBigen Parameter v,, um an- 
zudeuten, daB es sich dabei nicht um eine wirkliche Geschwindigkeit im physi- 
kalischen Sinne handelt. 

Die zahlenmaBige Abweichung dieses Parameters v, von der wirklichen Re- 
lativgeschwindigkeit v des Fahrzeuges zur Erde ist denn auch nicht mehr ver- 
nachlassigbar, sobald die Fahrgeschwindigkeit v gréBer als etwa 10° der Licht- 
geschwindigkeit wird, und wir sind daher nicht beunruhigt, wenn wir nach 
Gl. (1) feststellen, daB fiir m./m.9 = e—! die Eigenfahrgeschwindigkeit gleich der 
Lichtgeschwindigkeit wird, fiir m./meo = e~! gleich der zehnfachen Licht- 
geschwindigkeit usw. 

Immerhin wird man versuchen, die Natur dieser merkwiirdigen Eigenge- 
schwindigkeit v, durch Messungen an Bord des Fahrzeuges besser zu verstehen. 

7° 
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Nehmen wir mit Recht an, die Besatzung hatte die iiblichen Chronometer an 
Bord und kénnte damit die Eigenzeit messen, etwa seit Beginn des Antriebs- 
vorganges 

‘.. (2) 


Nehmen wir weiter an, sie hatte auch die iiblichen Beschleunigungsmesser 
an Bord, etwa eine kleine Masse an einer Feder, und kénnte damit auch ihre 


Eigenbeschleunigung messen 
be. (3) 


Mit diesen beiden Werten wird die Besatzung also zu rechnen beginnen und 
zunachst ihre Eigengeschwindigkeit v, in gewohnter Weise feststellen zu 


te 


som [ bed (4) 


0 


Das Ergebnis dieser Rechnung wird in erfreulicher Ubereinstimmung mit der 
Rechnung nach Gl. (1) iiber die durch den Antrieb erreichte Eigengeschwindig- 
keit v, stehen, und wieder wird die Besatzung nach entsprechender Zeit fest- 
stellen, daB v, die Lichtgeschwindigkeit tiberschreitet. 

Die Besatzung kann ihre beiden Bordmessungen sogar noch weiter aus- 
werten und einen zuriickgelegten ,,Eigenweg‘’ s, ausrechnen zu 


te 


” * 


= | | bedtedt, = | nil, (5) 


0 0 0 
der ebenso fiktiv ist, wie der Begriff der Eigengeschwindigkeit, der aber ebenso 
wie dieser ein MaB fiir den Treibstoffverbrauch m,/m,.9 des Raketenfahrzeuges 
darstellt. 

Die Besatzung braucht gegen ihre Instrumentenmessungen keineswegs miB- 
trauisch zu sein, denn sie kann z. B. ihre Chronometermessungen etwa an der 
Zahl ihrer Pulsschlage priifen und mit dem gesamten Ablauf ihres gewohnten 
Lebensrhythmus vergleichen, und die Eigenbeschleunigung wird sie erst recht 
physiologisch empfinden, ja sie wird ihren Raketenantrieb sogar so zu regeln 
versuchen, daB die Fahrzeugeigenbeschleunigung méglichst konstant bleibt, 
gef. sogar genau bei dem der Besatzung von der Erde her angenehmsten Wert 
b. = g = 9,81 m/sec?. 

In diesem Falle 6, = konst. werden die abgeleiteten Messungen von Eigen- 
geschwindigkeit v, und Eigenweg s, besonders einfach zu ermitteln sein zu 

v0. = bet, (6) 

s, ==b, (2/2 <= v,4/2 6,, (7) 

also mittels der bekannten klassischen Beziehungen gleichférmig beschleunigter 
Bewegung. 

Eine solche Fahrt wird natiirlich auch von der Erde aus mit umfangreichen 
Instrumenten sorgfaltig verfolgt und vermessen werden, und vielleicht wird man 
vereinbaren, daB die Messungen zu bestimmten Zeitpunkten, etwa nach be- 
stimmtem Treibstoffverbrauch, der durch die jeweiligen m,/m,9 charakterisiert 
sel, zwischen erdfestem Beobachter und Besatzung ausgetauscht werden. 

Dabei werden sich nun allmahlich ganz erhebliche Diskrepanzen heraus- 
stellen zwischen den von der Erde aus vorgenommenen Messungen der abge- 
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laufenen Zeit ¢, der Fahrzeugbeschleunigung 5, der Fahrzeuggeschwindigkeit v 
und dem zuriickgelegten Weg s, und den entsprechenden, nur an Bord ohne jede 
Beachtung der Umgebung vorgenommenen entsprechenden Bestimmungen 
te, be, ve und s, der Besatzung. 

Nach einer entsprechenden Zahl von Messungen wird man feststellen, daB 
zwischen den jeweiligen MeBreihen der Erdbeobachter und der Besatzung die 
bekannten (1), fiir beliebige Eigen- 
beschleunigungen  zutreffenden 
relativistischen Beziehungen be- 
stehen: 


S 





=e a S |” 
Weltalten 7 Ligenschunde— 
af 


_ bistang Lrae-Mpha Centers 
1 Fahrzeughlomerer, | 
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vie = La \mel eo)” _ 
1+ (mimeo)? ite elmer 
= tanh (v,/c) = co oe Wt tide 


= tanh (— In m,/|Me 9) 


hog W/ be 
Sag" /Meo x 


' 
s 
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-30 -10+ | Distane Lode Some: 1 fobr- 
Zeughilomerer.. 


at/dt, = cosh (v,/c) Z | rindhisches J ——— f 
b/b. = cosh~8 (v,/c) 
ds/ds, = (sinh v,/c)/(v,/c). 


Hinter diesen harmlosen Bezie- 

hungen verbirgt sich die ganze x i——} 
Mystik des Erlebens der Be- —— ee ee ae oe re 
satzung unseres Raketenfahr- eee 


zeuges, die allerdings in ihrer 


8 
log Osfdsg log tt/d~ 10g d5/dse 


XN 

S 
SS) 
\ 


s 
vollen Wucht erst bei jenen S S 
hohen Fluggeschwindigkeiten v Alug-binsteinzabl U/C 
zum Ausdruck kommt, die sich 
der elektromagnetischen Signal- Abb. 1. Adiabatische Photonenrakete; Zusammen- 
geschwindigkeit c nahern, wo hang der erreichten Flug-E1nste1n-Zahl v/c und 
also infolgedessen jede Nach-  Flug-Eigen-E1nstern-Zahl v,/c mit dem Massen- 


verhaltnis m,/m.zg und mit den Verhaltnissen der 

Relativ- zur Eigen-Beschleunigung b/b,, der Relativ- 

zur Eigenzeit ¢t/t,, des Relativweges zum Eigenweg 

ds/ds, und der Relativdistanzen ds/ds, von der Erde 
und vom Fahrzeug 


richtenverbindung zwischen Erd- 
beobachter und Besatzung ab- 
reiBt und damit auch kein un- 
mittelbarer Vergleich der gegen- 
seitigen Messungen mehr még- 
lich ist. 

Im schwere- und widerstandsfreien Weltraum scheinen dem baulichen Ver- 
haltnis m./m.9 zwischen End- und Anfangsmasse des Fahrzeuges kaum Grenzen 
gesetzt, besonders wenn die zu zerstrahlenden Treibstoffe selbst feste und sich 
selbst tragende Kérper sind, die erst im Laufe von Jahren verbraucht 
werden. 

Deshalb sind in Abb. 1 zunachst die m,/m,.9 in weiteren Bereichen aufge- 
tragen iiber den damit erreichbaren Verhaltnissen der Eigengeschwindigkeit Ve, 
bzw. der Relativgeschwindigkeit v zur Lichtgeschwindigkeit c, und zwar mit 
Hilfe der Gln. (1), bzw. (1 a). Wir werden diese Verhaltnisse kurz als EINSTEIN- 
Zahlen des Raumfluges bezeichnen, in Analogie zu den Macu-Zahlen des atmo- 
spharischen Fluges. 

Wahrend die Eigen-E1nsTE1N-Zahl also beliebige Werte iiber 1 annehmen 
kann, nahert sich die Relativ-EINsTEIN-Zahl naturgema8 dem Wert 1, ohne ihn 
je zu erreichen. Man erkennt schon hier die praktischen Annehmlichkeiten der 
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Wahl einer Eigengeschwindigkeit, die es verhindert, daB bei den zu untersuchen- 
den Bereichen der EINsTEIN-Zahlen diese véllig unaussprechbare Zahlenwerte 
annahmen, wenn man sich auf die Relativgeschwindigkeiten bezége. 


Damit hangt zusammen, daB die von der Erde aus beobachtete Fahrzeug- 
beschleunigung } sehr rasch auBerordentlich viel kleiner wird, als die an Bord 
des Fahrzeuges erlebte und empfundene Eigenbeschleunigung },. Wahrend bei 
beispielsweise konstanter Eigenbeschleunigung 4, die Eigengeschwindigkeit v, 
proportional der Eigenzeit ¢, zunimmt, scheint dem irdischen Beobachter die 
Relativgeschwindigkeit v des Fahrzeuges kaum mehr zu wachsen, weil sie sich 
asymptotisch der Lichtgeschwindigkeit nahert. 

Noch viel eigenartiger sind jedoch die Verhaltnisse der Zeiten und Ent- 
fernungen, wenn man sie von den Standpunkten des irdischen Beobachters und 
der Besatzung aus vergleicht. 

Die Auftragung des Verhaltnisses dt/dt, des Beobachterzeit-Elementes zum 
Besatzungszeit-Element nach Gl. (2a) in Abb. 1 zeigt, daB beispielsweise bei 
v./c = 18 dem Beobachter ein Jahr vergeht, wahrend die Besatzung nur eine 
Sekunde erlebt. 

Bei v,/c = 32 wiirde auf der Erde eine Million Jahre vergehen, die der Fahr- 
zeugbesatzung wie eine Sekunde erscheinen. 

Den gedachten Bewohnern eines Photons, fiir das ja ve/c = oo und damit 
v/c = 1 ist, wiirde das, was wir auf Erden Zeit nennen, vollkommen stillstehen, 
also iiberhaupt nicht existieren; diese Wesen befanden sich zeitlich auBerhalb 
unserer Welt, ihr Zeitablauf hatte zu unserem keinerlei Beziehung mehr. Nehmen 
wir beispielsweise an, ein Lichtquant wiirde von der Erde zu einem zehn Licht- 
jahre entfernten Stern gesandt und von dort sofort zur Erde zuriickreflektiert. 
Es wiirde demnach nach 20 Jahren wieder auf der Erde ankommen. Einem Fahr- 
gast auf diesem Photon wiirde jedoch wahrend dieser Reise iiberhaupt keine 
Zeit vergehen, seine Uhr wiirde keinen einzigen Pendelschlag tun und er ware 
um keine Sekunde gealtert. Er wiirde den Eindruck gewinnen, sich wahrend 
dieser Reise mit unendlich hoher Geschwindigkeit bewegt zu haben. Diesen 
fremdartigen Zustand der Photonenbewohner kann zwar die Besatzung unseres 
Fahrzeuges niemals vollig erreichen, aber sie nahert sich ihm bei hohen Eigen- 
EINSTEIN-Zahlen des Fluges doch sehr betrachtlich. Die Lebensdauer der Be- 
satzung erreicht fiir uns Erdenwesen tatsadchlich jene unsterblicher Gétter; die 
Besatzung selbst hat aber nicht das Empfinden, anders zu leben, als sie es seit 
je auch auf der Erde tat, und wird natiirlich auch nicht Alter, als sie sonst auf 
der Erde geworden ware. 

Bei Betrachtung der Wege ds und ds, tritt nun insofern eine neue Komplika- 
tion auf, als wir hier noch eine dritte Wegmessung ds,’ beachten miissen. 

Die Bestimmung der kinematischen EigengroéBen der Fahrzeugbesatzung 
i,, b, und der daraus abgeleiteten EigengréBen v, und s, erfolgt ohne jede Bezug- 
nahme auf die Umgebung des Fahrzeuges, also ohne Beobachtung von Vorgangen 
auBerhalb des Fahrzeuges. Die Messung der RelativgréBen ¢, b, v und s von der 
Erde zum Fahrzeug erfolgt mittels der iiblichen, z. B. astronomischen Gerate. 

Wenn wir nun annehmen, daB die Besatzung an Bord ebenfalls tiber der- 
artige Gerdte verfiigt und entsprechende Messungen ?,’, b,’, v.’ und s,’ vom 
Fahrzeug zur Erde vornehmen kann, so interessiert natiirlich das Ergebnis 
dieser Messungen im Verhialtnis zu den bisher behandelten Relativ- und Eigen- 
groBen. 

Tab. 1 zeigt eine Zusammenstellung der insgesamt beniitzten kinematischen 
GréBen des Fahrzeuges: 
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Tabelle 1. Zusammenstellung der kinematischen GréBen des Photonen-Fahrzeuges 





‘ : Ei it- 
Pro Messung Messung coun a 
Fahrzeug Fahrzeug~Erde Erde—Fahrzeug digkeit 





Zeit | 
Beschleunigung | 
Geschwindigkeit | 
Weg 


Es leuchtet sofort ein, daB die so gemessene Zeit ¢,’ nichts anderes als unsere 
Eigenzeit ¢, ist, also ¢,’ = ¢,, und daB die vom Fahrzeug zur Erde gemessenen 
Relativbeschleunigungen 0.’ und Relativgeschwindigkeiten v,’ identisch sein 
miissen mit den in umgekehrter Richtung gemessenen entsprechenden Relativ- 
gr6Ben b und », also 5,’ = b und v,’ = v, da es fiir diese Messungen ja offenbar 
gleichgiiltig sein mu8B, ob man das Fahrzeug oder die Erde als in Ruhe befindlich 
betrachtet, und das jeweils andere Objekt in Bewegung. 

Etwas anders wird die Sache, wenn man die Lange einer bestimmten, in der 
Flugbahn liegenden, und relativ zur Erde ruhenden Strecke, z. B. die Entfer- 
nung S der Erde vom Zielpunkt der Reise vom Fahrzeug aus miBt. Jedes Element 
ds dieser Strecke bewegt sich dann relativ zum Fahrzeug mit der Geschwindig- 
keit v und unterliegt damit der relativistischen Langendilatation 


ds/ds,’ = (1 — v2/c?)—/? = cosh (v,/c) = dt/dt,. (8) 


Vom bewegten Fahrzeug aus gemessen, erscheint die zur Erde ruhende Strecke 
oder Entfernung daher kiirzer, als von der ruhenden Erde aus gemessen, und 
zwar im selben Verhaltnis, wie sich die Zeitmessungen von beiden Standpunkten 
aus unterscheiden. 

Die Auftragung des Verhaltnisses ds/ds,’ der vom erdfesten Beobachter ge- 
messenen Distanzen zu den von der Besatzung gemessenen Distanzen nach 
Gl. (8) in Abb. 1 deckt sich daher mit der Kurve dt/dt, und zeigt, daB beispiels- 
weise etwa bei v,/c = 19 eine astronomische Entfernung wie jene der Erde von 
der Sonne der Besatzung nur 1 km lang erscheint, und daB bei v,/c = 32 die Ent- 
fernung unserer Sonne von ihrer nachsten Nachbarsonne, der Proxima Centauri — 
die die irdischen Astronomen mit 41/, Lichtjahren feststellen — fiir die Be- 
satzung unseres Fahrzeuges ebenfalls nur einen Kilometer betragt. Diese Ent- 
fernungen werden bei den genannten Eigengeschwindigkeiten in etwa 0,317 - 10-°, 
bzw. 5,36-10-> Eigensekunden zuriickgelegt. 

Unseren gedachten Bewohnern eines Photons, die sich mit diesem Licht- 
quant relativ zu uns mit Lichtgeschwindigkeit bewegen, wiirden alle Langen 
unserer Welt zu Null zusammenschrumpfen, diese Wesen wiirden also auch 
raumlich auBerhalb unserer Welt leben. 

Wenn unser friiher erwahnter Fahrgast von seinem Photon aus eine Messung 
der fiir uns 10 Lichtjahre betragenden Lange seiner Reisestrecke vornehmen 
kénnte, so wiirde er auf Grund dieser Messung zu dem Eindruck gelangen, daB 
er in der Zeit Null auch den Weg Null zuriickgelegt hatte, seine Welt hatte keiner- 
lei Beziehung mehr zu der unseren. Auch diesen merkwiirdigen Zustand kann die. 
Besatzung unseres Fahrzeuges zwar niemals vollkommen erreichen, aber sie 
nahert sich auch ihm bei héheren Eigen-E1INsTEIN-Zahlen des Fluges recht be- 
trachtlich. 
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Diese bisher dargestellten Verhaltnisse der relativistischen Zeit-, bzw. Langen- 
Dilatation zeigen iiberwiegend philosophische oder selbst mythologische Aspekte. 
Eine sehr konkret technische Seite des Problems von ganz auBerordentlich weit- 
tragender technischer Bedeutung offenbart sich jedoch bei der Betrachtung des 
Verhaltnisses ds/ds, der astronomischen Entfernungen s zu den Eigenwegen s, 
der Rakete. 

Die astronomische Entfernung s bleibt unter allen Umstanden die Grundlage 
der Projektierung einer Raumfahrt und der MaBstab ihres Erfolges. Es ware 
vollig sinnlos, an ihrer Stelle etwa die jeweilige, von der Fluggeschwindigkeit 
abhangige Relativdistanz s,’ zu verwenden, nur um zu vermeiden, daB man ge- 
zwungen ist, von Fluggeschwindigkeiten zu sprechen, die hdher als die Licht- 
geschwindigkeit sind. 

Der Eigenweg s, dagegen ist als Weg eine vollig fiktive Zahl ohne physikalische 
Bedeutung, er ist jedoch nach Gl. (1) und (5) der MaBstab fiir den erforderlichen 
Treibstoffverbrauch des Fahrzeuges. 

Das Verhaltnis ds/ds, nun der beiden Wege ist in Abb. 1 als dritte Kurve ein- 
getragen, die zeigt, wie ungeheuerlich viel gréBer die astronomischen Distanzen 
gegeniiber den Eigenwegen bei héheren EINSTEIN-Zahlen werden. Dies hat zur 
Folge, da8 man mit durchaus endlichen Eigenwegen und damit endlichem Treib- 
stoffverbrauch unbegrenzte astronomische Entfernungen zuriicklegen kann. 

Nur eines der unzahligen denkbaren Fahrtbeispiele, die sich aus den er- 
érterten kinematischen Grundverhiltnissen ableiten lassen, wollen wir hier kurz 
quantitativ betrachten: Die Reise iiber eine astronomische Distanz S, bei der 
das Fahrzeug auf der ersten Halfte der Reise mit konstanter Eigenbeschleuni- 
‘gung b, beschleunigt werde, und auf der zweiten Weghalfte mit eben derselben 
Eigenbeschleunigung verzogert, und auf der der Strémungswiderstand der 
interstellaren Materie wieder keine Rolle spielen mége. 

Man erhalt die kinematischen und dynamischen Fahrtverhaltnisse leicht durch 
Integration der vorerwahnten Grundbeziehungen, insbesondere die hier vor allem 
interessierenden GréBen: 

Eigenzeit der gesamten Reise 7,: 


3 2c b.S 
ce — be arcosh (i - oe , (9) 
bzw. fiir b.S/2c?>>1: 
2 
el se (9 a) 
b. c? D, mM, 
Notiges Massenverhaltnis m,/m,9 des Fahrzeuges: 
, b. S\ 
0 = exp 2 arcosh (1 + aM (10) 
bzw. fiir b,S/2c?>1: 
Meo b. S . 
~~ (10 a) 
Hochstauftretende Eigen-EINSTEIN-Zahl in Wegmitte: 
le b.S 


bzw. fir 6.S/2c?>1: 
Je b. S € 
é stl A le sett (11 a) 
max c m 
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Zunachst erkennt man aus Gl. (10a), daB fiir groBe Distanzen bei gegebenem 
Massenverhaltnis die Reichweite S umgekehrt proportional der angewendeten 
Eigenbeschleunigung 0, ist, also geringe Eigenbeschleunigungen sehr giinstig fiir 
die Reichweite sind. Andererseits folgt allerdings aus Gl. (9a), daB die Reise- 
dauern T, ebenfalls umgekehrt proportional }, sind, also durch kleine Eigenbe- 
schleunigungen im selben MaB wie die Reichweiten vergréBert werden. Die 
Eigenzeitgeschwindigkeit v,, = S/T, ist unabhangig von ),. 

Die erérterten drei GréBen sind in Abb. 2 fiir b, = g = 9,81 m/sec?, also eine 
Eigenbeschleunigung in Hohe der normalen Erdbeschleunigung iiber allen vor- 
stellbaren astronomischen Di- 
stanzen S bis zum vermute- 
ten Gesamtumfang des Welt- 
alls, zahlenmaBig aufgetragen 
und geben allerhand Stoff zu 
weiterem Nachdenken. 

Um die Abszissenachse | Le -/ 
etwas lebendiger zu gestalten, [ff clnae Po) 
sind einige konkrete astro- 
nomische Entfernungen als 
Beispiele eingetragen, wie 
jene zwischen zwei Erdanti- 
poden (20000 km), zwischen 
Erde und Mond (400000 km), 
zwischen Erde und Sonne 
(150 Millionen km), zwischen 
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Centauri (4,3 Lichtjahre), ae : 
zwischen Sonne und dem Abb. 2. Adiabatische Photonenrakete ; Fahrten mit 
wae b, = 10 m/sec? Eigenbeschleunigung bis zur halben 
Zentrum unseres MilchstraBen- a sai2 ad ie 
i ‘ astronomischen Zieldistanz S und b, = 10 m/sec? 
systems (30 000 Lichtjahre), Eigenverzégerung auf der zweiten Distanzhalfte, 
zwischen Erde und dem An- Abhangigkeit des erforderlichen Massenverhaltnisses 
dromedanebel (etwa 750 000 meo/Me, der gesamten Eigenreisezeit 7, und der 
Lichtjahre) und endlich der  héchsten, in Eigenweg-Mitte auftretenden Eigen- 
vermutete Gesamtumfang des _ EtnstE1n-Zahl (v,/c)max von der gesamten astronomi- 
Weltalls (3 Milliarden Licht- schen Distanz S 
jahre). 

Wie Abb. 2 zeigt, bewegen sich die Eigenfahrzeiten 7, unter den getroffenen 
Annahmen fiir diese sieben Reisen zwischen 47,2 Minuten und 41,9 Jahren. 

Die Lange eines Menschenlebens wiirde also geniigen, ein ganzes statisches 
Weltall zu umfahren. Ob allerdings nach der Riickkehr der Besatzung unser 
Sonnensystem noch stiinde, ist mehr als fraglich, denn in diesem waren in- 
zwischen ja mehr als 3 Milliarden Jahre vergangen. Wéahrend dieser Zeit befand 
sich die Fahrzeugbesatzung zeitlich nahezu auBerhalb unseres Weltsystems, also 
in einer anderen Welt. 

Die Besatzung wird bei dieser letzten Reise geneigt sein, die relative astro- 
nomische Distanz von 3 Milliarden Lichtjahren mit der Dauer ihrer Reise von 
41,9 Eigenjahren zu vergleichen und das Empfinden haben, mit einer mittleren 
Reisegeschwindigkeit von 720millionenfacher Lichtgeschwindigkeit gefahren zu 
sein. Wie unsere Eigengeschwindigkeit ist selbstverstandlich auch diese ,,Eigen- 
zeit-Geschwindigkeit‘’ keine reale physikalische Geschwindigkeit, da man bei 
ihr ja die im Erdsystem gemessene astronomische Distanz durch die im Fahr- 
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zeugsystem gemessene Eigenzeit der Reise dividiert. Dennoch ist diese Eigen- 
zeitgeschwindigkeit ein sehr treffender Ausdruck fiir das tatsdéchliche Erleben der 
Besatzung. 

Diese Eigenzeitgeschwindigkeit, die die Lichtgeschwindigkeit millionenfach 
iibersteigen kann, hat hervorragende praktische Bedeutung, weil sie die Ver- 
kniipfung der vom irdischen Astronomen gelieferten Reisedistanz ds mit der von 
der Besatzung erlebten Eigenzeit dt, darstellt, v,, = ds/dt,, und damit das 
Besatzungsempfinden fiir deren Reisegeschwindigkeiten wiedergibt, was fiir v, 
nicht zutrifft. Diese letztere Eigengeschwindigkeit v, charakterisiert dagegen den 
Treibstoffverbrauch besser. 

Man erkennt aus den beiden Abb. 1 und 2, daB bei den hier besonders inter- 
essierenden Geschwindigkeitsbereichen v,/c = 10° bis 10? sowohl die Angabe der 
Relativgeschwindigkeit v als auch der Eigenzeitgeschwindigkeit v,, zu sehr un- 
handlichen Zahlen fiihren wiirde. Neben ihrer Bedeutung als MaB fiir den Treib- 
stoffverbrauch empfiehlt auch dieser praktische Grund die Anwendung des Be- 
griffes ,,.Eigengeschwindigkeit’’, trotz seiner physikalischen Sinnlosigkeit. Im 
selben Sinne sind auch die Begriffe ,,Eigenzeitgeschwindigkeit‘‘ und _,,Uberlicht- 
geschwindigkeit‘’ praktisch voll gerechtfertigt. 

Beim Ubergang eines Gebietes der reinen Physik in die angewandte Physik 
oder Technik werden immer neue Wortpragungen ndtig sein, die oft weniger 
den strengen wissenschaftlichen Definitionen, als den unabweisbaren Forderungen 
des praktischen Lebens angepaBt und weiteren Kreisen verstandlich sein miissen. 
Diese letzteren Forderungen haben fraglos das Primat vor denen der Wissen- 
schaft, wenn sich, wie in diesem Fall, keine Ubereinstimmung herstellen 14Bt. 

Wenn wir fiir die Entfernung der Erde vom Andromedanebel keinen besseren 
MaBstab angeben kénnen als die astronomische Distanz von 750000 Licht- 
jahren, und wenn die Besatzung feststellt, daB sie diese Distanz in 25 ihrer eigenen 
Lebensjahre zuriicklegt, dann erlaubt unsere gegenwartige Sprache keine andere 
Ausdrucksweise, als daB der Besatzung ihrer Reisegeschwindigkeit wie 30 OOOfache 
Lichtgeschwindigkeit erscheint. 

Diese frappanten Feststellungen stehen iibrigens in bester Ubereinstimmung 
mit praktischen physikalischen Experimenten: Die Besatzung befindet sich in 
ahnlicher Situation wie die an der oberen Stratosphaérengrenze durch den Auf- 
prall der Primarpartikel kosmischer Strahlung entstehenden Mesonen, deren be- 
kannte sehr kurze Eigen-Lebensdauer ebenfalls nur dank der relativistischen 
Zeitdilatation ausreicht, die gesamte restliche Atmosphare zu durchlaufen und 
an der Erdoberflache von Instrumenten noch registriert zu werden. 

Der relative Lebensweg S eines u-Mesons der Héhenstrahlung von der Eigen- 
Lebensdauer 7, ist nach den vorstehenden Beziehungen: 





S=vT=v0T, (1 —v2/c2)2 =¢ T, | Ps (2 + Zs (12) 


m, c® m, c® 
und liefert den experimentellen Beweis fiir die relativistische Zeitdilatation. Die 
bekannte Eigen-Lebensdauer der u-Mesonen von etwa T, = 10~® sec erlaubt bei 
lichtnaher Geschwindigkeit nur einen klassischen Lebensweg von etwa 
S =c T, = 3,108- 10-* = 300m. Wegen der hohen kinetischen Energien von 
etwa Exi,/m,c® = 10? wird nach obiger Beziehung der relativistische Lebensweg 
etwa 10?mal langer und reicht von der oberen Stratospharengrenze bis zur Erd- 
oberflache; die Eigenzeitgeschwindigkeit der Mesonen erreicht dabei 10?fache 
Lichtgeschwindigkeit. 

So wie die kurze Eigen-Lebensdauer von 10~-® sec des an der oberen Strato- 
spharengrenze entstehenden Mesons der kosmischen Strahlung bei seiner licht- 





Zur Flugmechanik der Photonenraketen 99 


nahen Relativgeschwindigkeit ausreicht, die gesamte Atmospharendicke von 
vielleicht 30 km mit hundertfacher Lichtgeschwindigkeit als Eigengeschwindig- 
keit zu durchfliegen, so reicht die kurze Eigen-Lebensdauer von weniger als einem 
Jahrhundert eines Menschen aus, um das ganze Weltall von drei Milliarden Licht- 
jahren Umfang mit einer Eigengeschwindigkeit von mehrhundertmillionenfacher 
Lichtgeschwindigkeit zu umfliegen. 

Weiter zeigt Abb. 2 in einer — der oben beschriebenen parallel verlaufenden 
— Kurve die wahrend jedes Fluges in Bahnmitte auftretende héchste Eigen- 
EINSTEIN-Zahl des Fluges. Bei der Weltall-Umrundung betragt diese beispiels- 
weise (vU,/C)max = 22, ist also recht ahnlich der entsprechenden Flug-Macu-Zahl 
bei der Erdumrundung durch einen kiinstlichen Erdsatelliten. 

Nach Abb. 1 entspricht dies einer Langendilatation von etwa ds/ds,’ = 3+ 10°, 
das heiBt das Weltall hatte in diesem Augenblick fiir die Besatzung einen Um- 
fang von nur etwa einem Lichtjahr. Wenn sie ihre Geschwindigkeit nicht wieder 
abbremste, dann wiirde das Fahrzeug fast in jedem weiteren seiner Eigen- 
jahre das Weltall einmal umrunden — solange alle Weichen richtig gestellt sind. 

Aus der dritten Kurve m,o/m, der Abb. 2 sehen wir, daB bei vollstandiger 
Massenzerstrahlung der Treibstoffverbrauch erst bei Fahrten wesentlich auBer- 
halb unseres Sonnensystems so merkbar wird, daB er auf der Zeichnung iiber- 
haupt in Erscheinung tritt. Fiir eine Reise der beschriebenen, keineswegs wirt- 
schaftlichsten Art zu unserem nachstbenachbarten Sonnensystem, Proxima 
Centauri, wiirde die Treibstoffmasse etwa das 40fache der Fahrzeugmasse am 
Ende der Fahrt sein miissen, wobei die Fahrt rund 3,6 Eigenjahre oder 6 irdische 
Jahre dauert, bei einer astronomischen Entfernung von 4,3 Lichtjahren. 

Bei weiterreichenden Expeditionen wachsen die erforderlichen Massen- 
verhaltnisse sehr viel rascher an als die erforderlichen Eigenreisezeiten, doch 
bleiben sie im gesamten galaktischen Bereich noch in technisch vorstellbarer 
GréBenordnung, besonders wenn man noch zu niedrigeren Beschleunigungen iiber- 
geht oder einen gréBeren mittleren Teil der Flugbahn antriebslos zuriicklegt. 

Zusammenfassend miissen wir feststellen: Es ist keineswegs so, daB die Fix- 
sterne nur in viele Generationen langen Reisen erreicht werden kénnen, wahrend 
deren zahlreiche Geschlechter geboren werden, erwachsen und wieder sterben 
miissen, bis schlieBlich die fernen Urenkel vielleicht an das Ziel der Aufbrechenden 
gelangen. Es ist auch nicht so, daB die Hunderttausende von Lichtjahren von 
uns entfernten fremden Galaxien uns wegen unserer beschrankten Lebensdauer 
grundsatzlich unerreichbar sind und die Natur uns auf unseren kleinen Winkel 
des Weltalls beschrankt hatte. 

Nein, wir brauchen nicht zu resignieren und die Hande ergeben in den SchoB 
zu legen. Das unendliche Weltall ist klein genug, daB es der Tatkraft jedes 
einzelnen von uns persénlich offensteht bis zu seinen allerauBersten Grenzen: 
Dem Menschen ist alles erreichbar. 

Wir werden an ein Lieblingswort EINSTEINs erinnert: ,,Raffiniert ist unser 
Herre Gott — doch bése ist er nicht.‘ 
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Uber eine Méglichkeit zur Erhéhung der Ausstrémgeschwindigkeit 
bei Raketentriebwerken! 


Von 
W. Peschka2, OGfW 
(Mit 9 Abbildungen) 


(Eingegangen am 6. Juli 1956) 


Zusammenfassung. Es werden die Aussichten besprochen, die ein der Film- 
kiihlung ahnliches Verfahren bietet, extrem hohe Gastemperaturen in Brennkammern 
zu beherrschen. Im AnschluB daran wird die Expansion von Wasserstoff unter An- 
nahme von Dissoziationsgleichgewicht diskutiert. Neben einigen bemerkenswerten 
Ergebnissen wird ein N&aherungsverfahren gewonnen, das die Strémung einer 
beliebigen kompressiblen reibungsfreien Fltissigkeit zu berechnen gestattet, wenn 
die Macu-Zahl der Stro6mung an mindestens zwei Punkten gegeben ist. Dieses Ver- 
fahren 14Bt sich besonders im Fall einer mehrdimensionalen Str6mung anwenden. 


Abstract. This paper deals with the prospects which are offered by a method 
(similar to the film-cooling method) for ruling extremely high gas temperatures in 
combustion chambers. Then the expansion of hydrogen is discussed, assuming an 
equilibrium attained by dissociation. Besides some remarkable results an approxima- 
tion method is developed which allows the calculation of the current of any compress- 
ible fluidity without friction, provided that the Macu number of the current is given 
at two points at least. The described procedure is applicable especially for a 
multidimensional current. 

Résumé. L’éventualité de tres hautes températures de combustion que permettrait 
un procédé analogue au refroidissement pelliculaire des parois est mise en discussion. 
Un probléme connexe: la détente de la vapeur d’eau est analysé en tenant compte de 
l’équilibre de dissociation. A coté de certains résultats notoires le calcul de l’écoulement 
d’un fluide compressible et dépourvu de viscosité fait apparaitre un procédé d’approx- 
imation valable quand le nombre de Macu de 1’écoulement est connu en deux points 
au moins. Ce procédé est en particulier applicable aux écoulements multi-dimen- 
sionnels. 


Die Ausstrémgeschwindigkeit bei verlustloser Strémung ist bekanntlich pro- 
portional der Quadratwurzel des auf die Masseneinheit des Gases bezogenen 
Enthalpiegefalles wahrend der Expansion. Um médglichst hohe Ausstrém- 
geschwindigkeiten zu erhalten, muB man Treibstoffe verwenden, die Ver- 
brennungsgase mit méglichst niedrigem Molekulargewicht liefern. Dies riihrt 
daher, da8 die molaren Reaktionsenthalpien der fiir Raketenzwecke in Frage 
kommenden Treibstoffe meist untereinander von gleicher GréBenordnung sind 
und daher die Verbrennungsgase mit kleinem Molekulargewicht besser ab- 


1 Vorgetragen beim VII. Internationalen Astronautischen KongreB in Rom, Sep- 


tember 1956. 
* II. Institut fiir Allgemeine Mechanik der Technischen Hochschule, Wien, IV., 


Karlsplatz 13, Osterreich. 
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schneiden als solche mit hohem Molekulargewicht. Aus diesem Grunde ware be- 
kanntlich atomarer Wasserstoff ein sehr giinstiger Treibstoff, wenn nicht andere 
Nachteile im Wege stiinden. Man ist gezwungen, Treibstoffe zu verwenden, 
deren Verbrennungsgase ein weit gréBeres Molekulargewicht haben als Wasser- 
stoff. Um die Ausstrémgeschwindigkeit zu steigern, bleibt daher nur eine Még- 
lichkeit, das Enthalpiegefalle erhdhen. 

Das Enthalpiegefalle kann nur erhéht werden, indem der Brennkammer- 
druck, die Brennkammertemperatur oder beides erhéht werden. Die Erhéhung 
des Brennkammerdruckes findet bald eine obere Grenze in der begrenzten Festig- 
keit des Materials der Brennkammer und der Diise. Einer Erhéhung der Brenn- 
kammertemperatur ist ebenfalls durch das Material eine Grenze gesetzt, aber 
hier scheinen sich Moéglichkeiten anzubahnen, einstens doch noch viel héhere 
Temperaturen beherrschen zu kénnen, als es heute méglich ist. 

Es sei eine Diise mit Brennkammer gegeben. Die Temperatur in der Brenn- 
kammer sei so hoch, daB das Material der Kammerwand ihr auf die Dauer nicht 
standhalten kann. Um dennoch einen Betrieb aufrechterhalten zu kénnen, muB 
also die Brennkammerwand entsprechend gekiihlt werden, oder es muB der 
Warmeiibergang vom Gas auf die Wand anderswie verringert werden. 

Eine Méglichkeit hierzu ist das bekannte Filmkiihlungsverfahren, das darin 
besteht, an der Brennkammerwand standig einen Fliissigkeitsfilm aufrechtzu- 
erhalten. Der Warmeiibergang zwischen Gas und Fliissigkeit ist ja bekanntlich 
geringer als zwischen Gas und Festkérper. AuBerdem wird durch die entstehende 
Dampfschicht, die standig iiber dem Fliissigkeitsfilm liegt, der Warmeiibergang 
weiter herabgesetzt. 

Dieses Verfahren ist erweiterungsfahig. Man kénnte von der Wand her ein 
fliissiges Medium einbringen. Dieses wiirde sofort wie bei der Filmkiihlung ver- 
dampfen. Nun soll aber die in der Zeiteinheit je lacheneinheit eingebrachte 
Kiihlmittelmenge so groB sein, daB der ent- 
standene und sich mit der Hauptstromung 
mischende Dampf innerhalb eines Bereichs d 
von der Wand weg — der Vermischungs- 
zone — die Enthalpiedichte der Strémung 
wesentlich herabsetzen kann (Abb. 1). Um 
eine Zone niedrigerer Enthalpiedichte als die 
der Hauptstro6mung entlang der Diisenwand 
iiberhaupt aufrechterhalten zu k6nnen, muB 
natiirlich entlang der ganzen Strémung Kiihl- 
mittel eingebracht werden. 

Fiir dieses Problem zustandig sind die Gleichungen der ebenen kompressiblen 
Grenzschicht sowie die Energiegleichung. Es geniigt eine Lésung der Grenz- 
schichtgleichungen fiir den ebenen Fall, da mit Hilfe der bekannten ,, MANGLER- 
Transformation“ die Lésung fiir den rotationssymmetrischen Fall erhalten 
werden kann. Erschwerend ist, daB die Strémung in der Vermischungszone 
sicher nicht laminar sein wird — und daher ein Austauschglied eingefiihrt werden 
miiBte —, daB ferner wegen des starken Temperaturunterschiedes nicht mit 
konstanter Zahigkeit gerechnet werden darf. AuBerdem gilt fiir den entstehenden 
Dampf nicht die Zustandsgleichung des idealen Gases, da die spezifische Warme C, 
nicht mehr konstant und die Enthalpie keine reine Temperaturfunktion mehr ist 
(thermische Dissoziation). 

Es scheint nach dem heutigen Stand der Forschung daher ziemlich aussichts- 
los zu sein, Lésungen der Grenzschichtgleichungen fiir dieses Problem zu finden, 
es sei denn auf numerischem Wege. 





Abb. 1 
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Um die Verhaltnisse aber wenigstens angendhert iiberblicken zu k6énnen, 
kann man eine Abschatzung durchfiihren, wenn folgende Annahmen zutreffen: 

1. Das Gas in der Vermischungszone soll im thermodynamischen Gleich- 
gewicht sein. 

2. Die Geschwindigkeitsverteilung in der Vermischungszone soll wenigstens 
angenahert bekannt sein. 

3. Die Strémung in der Vermischungszone soll stationar sein. 

4. Es sollen nur Mittelwerte iiber die Dicke der Vermischungszone abge- 
schatzt werden. 

5. Annahme 4 bedingt die Annahme einer voélligen Durchmischung innerhalb 
der Vermischungszone. 

6. Annahme einer bis auf die Vermischungszone eindimensionalen Strémung. 

7. Vernachlassigung der Strahlung. 


Die Enthalpieverteilung der ungekiihl- 
ia ten Strémung sei z(s). Das eingebrachte 
icine £(6) Kiihlmittel benétige zu seiner Erwarmung 
mE Sagas ee die Enthalpie (47), je Masseneinheit. Da- 


, RS) Sg ee durch sinkt in der Vermischungszone die 
i i i a” ee mittlere Enthalpie auf den Wert 1,,(s) < 7(s). 
Die Enthalpiebilanz des in Abb. 2 ein- 


Abb. 2 gezeichneten Volumelementes lautet nun 
folgendermaBen : 
Big: M-wia= sg Min + 45-j(5) ato. (tm — 19), (1) 


wobei » = //F das Verhaltnis der Flache der ringformigen Vermischungszone 
zum Diisenquerschnitt F an der betreffenden Stelle bedeutet. M ist der Massen- 


durchsatz, / die gesamte Bogenlange der Diisenkontur AE (Abb. 1). 6 ist das 
Verhaltnis der gesamten in der Zeiteinheit eingebrachten Kiihlmittelmasse zum 
Massendurchsatz M. 

An einem Bogenelement von der Lange 4 s wird dann in der Zeiteinheit die 


Masse 6: m-45.4($ 
wird, daB die je Zeit und Flacheneinheit eingebrachte Kiihlmittelmasse noch von 
s abhangen kann. 


Es muB also zwischen den erwahnten GréBen die Beziehung gelten: 
1 


1 
1 —[s 22 s 
6 ua [tes M i($)-4 oder ea [ ($)as—1 
0 


e 
0 


eingebracht, wobei durch (5) noch ausgedriickt 


w bedeutet die Stromungsgeschwindigkeit, 7, die Enthalpie des Kiihlmittels vor 
dem Einbringen in die Diise. 
Aus Gl]. (1) erhalt man folgende Beziehung fiir 6: 


as e ..3--& , (2) 





S tm — ty’ 
f (7) 


wenn 7% >> 1%), was im allgemeinen erfiillt ist, dann gilt: 





Vol. 
3 
135, 
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Die je Langeneinheit einzubringende Kiihlmittelmasse betragt 


A 1 
Ju-o 48S) tm eon (3) 


wobei fiir ° (+) =y und fiir + =, gesetzt wurde. Mit Gln. (3) und (2) 


ergibt sich dann: 
M 


ua My b= g(t _1) (4) 


re y jeweiliger Diisenradius. 
wee’ d jeweilige Dicke der Vermischungszone. 


Aus Gl. (4) sieht man, daB die pro Zeit- und Langeneinheit zuzufiihrende 
Kiihlmittelmasse ~ auch von der Dicke der Vermischungszone abhangt. Je 
kleiner die Dicke der Vermischungszone bei sonst gleichen Abmessungen ist, 
desto weniger Kiihlmasse ist nétig. Es ist also zur Berechnung der nétigen Kiihl- 
masse die Kenntnis der Dicke d der Vermischungszone nétig. Diese Dicke d 
kann unter folgenden Annahmen wenigstens ndherungsweise angegeben werden: 

Die Dicke der Vermischungszone soll die der Grenzschicht wesentlich iiber- 
treffen. Die Vermischungszone kann aber trotzdem Grenzschichtcharakter haben, 
wenn d nur klein gegeniiber dem Diisenradius 7 ist, so daB also die Grenzschicht- 
gleichungen fiir dieses Problem noch zustandig waren. 

Wird kein Kihlmittel eingebracht, so ist das Geschwindigkeitsprofil praktisch 
ein Rechteck, wenn obige Annahme zutrifft. Durch Einbringen des Kiihlmittels 
wird dieses Profil verdndert. Als Naherung kann ein lineares Profil genommen 
werden, was nach HANTZSCHE und WENDT bei hohen Macu-Zahlen zumindest 
in der laminaren Grenzschicht zutrifft}. 

Es wird nun angenommen, daB dieses Geschwindigkeitsprofil auch noch in 
der Vermischungszone angendhert vorhanden ist. 

Also 


(5) 


Vor Einbringen des Kiihlmittels ist der Transport an kinetischer Energie = 
1/2 00° u*, -d, nachher 


Die Differenz diente im wesentlichen zum Aufheizen des Kihlmittels. Es gilt 
dann, wenn W die in der Zeiteinheit vom Kiihlmittel aufgenommene Energie ist: 
1 1 1 


73 
@ Cx" yom G Ua a; 


73 = 
U,:d-—-W= " 


daraus erhadlt man 


1 Vgl. W. HantzscHE und H. WeENpt, Zum Kompressibilitatseinflu8 bei der 
laminaren Grenzschicht der ebenen Platte. Jahrbuch der Luftfahrtforschung I, 517 
(1940); II, 40 (1942). — H. ScuLicutinc, Grenzschichttheorie, Kap. XV (1951); 
dort auch weitere Literatur. 
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Fir W kann gesetzt werden 


Daraus ergibt sich 


(8) 


Diese Vermischungsdicke bleibt aber nicht konstant, da durch das Ein- 
bringen von Masse eine Verbreiterung eintreten muB. Diese Abhangigkeit kann 
mit Hilfe der Kontinuitatsgleichung angegeben werden. Es ergibt sich naherungs- 
weise eine lineare Abhangigkeit der Dicke d von der Bogenlange s. 


Dae 
d= —F s+ dy 9) 


Bei der Abschatzung der Dicke d wurde der EinfluB der Dissipation vernach- 
lassigt. Dies kann aber beriicksichtigt werden. Die durch Reibung in Warme 


y 


2 
verwandelte Energie ist von der GréBenordnung rom () . Das wiirde 


wiederum eine Erhoéhung der einzubringenden Kiihlmasse bringen. 

Dieser Term bestimmt auch die obere Grenze der Ausstrémgeschwindigkeit, 
die auf diese Weise noch beherrscht werden kann, da die Dissipation proportional 
dem Quadrat des Geschwindigkeitsgradienten U.,/d in der Vermischungszone ist. 
Kleine Dissipation wiirde einen kleinen Gradienten verlangen, oder aber miiBte 
bei gleicher Dicke d U,, klein sein. Wachst aber U.., so wachst die Dissipation, 
wodurch jedoch dann ein oberer Wert fiir U.. festliegt. 

Das Maximum fiir U,, wiirde sich ergeben, wenn die Dissipation von der- 
selben GréBenordnung ist wie die ,,Schluckfahigkeit“ (47), des Kiihlmittels. 
Mit Gl. (8) und dem Ausdruck fiir die Dissipation erhalt man: 

— sil 
|) ae ge (Sie (10) 


pls 


———. 1/3 ‘ 1/2 
Umar = (AL) | (11) 
0x 


Gase mit kleiner Dichte und kleiner kinematischer Zahigkeit v gestatten also 
hdhere Geschwindigkeiten der Hauptstrémung als solche mit groBen Werten 
von Dichte und Zahigkeit. Wasserstoff ware aus diesem Grunde sehr giinstig. 

Das Einbringen von Kiihlmasse andert ferner die Ausstrémgeschwindigkeit 
und den Schub. Diese Anderungen sollen nun berechnet werden. 

Fiir ein Volumelement in der Diise gilt folgendes: 


oder angendahert 


AJ =AEx+AQ, 4g, =m-0-48.(2)- (A i), 


Aen = 42-4). +94 =4)-4Q, 
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Daraus ergibt sich: 


(12) 


w; Geschwindigkeit der ungekiihlten Strémung, S$; Schub der ungekiihlten 


Strémung. 
Fiir die gesamte Diise 


gilt: i(4) - Lae ed 
und fiir den Schub: S = 





- 


=si-| (+6) (1-2 





Die Verhaltnisse von 
Gl. (13) sind in Abb. 3 auf- 225 as 
getragen. Man sieht, dab Abb. 3. Schub S und Ausstrémgeschwindigkeit w einer 
die Ausstrémgeschwindig- gekiihlten Str6mung als Funktion des Kiihlmassenver- 
keit anfangs nur langsam haltnisses (s. Text) im Verhaltnis zu Schub und Ausstrém- 
nachlaBt, wahrend der _ geschwindigkeit der ungekiihlten Strémung. Das Ver- 
Schub sogar ansteigt, wenn hiltnis: Aufnehmbare Energie von Seiten des Kiihl- 
0 wachst. Das wire beim mittels zu Enthalpie der Stromung als Parameter 
Start nur erwiinscht. 

Um die Leistungsfahigkeit des diskutierten Verfahrens zu zeigen, mégen die 
Verhaltnisse an einem Beispiel demonstriert werden. 

Es soll die Expansion von Wasserstoff! in einer Diise behandelt werden. 
Molekularer Wasserstoff mége in die ,,Brennkammer‘ eingebracht und dort 
irgendwie auf eine Temperatur von etwa 5900° K bei einem Druck von 100 At 
gebracht werden. Die Expansion in der Diise erfolge isentrop auf den AuBen- 
druck von 1 At. Es wurde angenommen, daB sich der Wasserstoff wahrend der 
Expansion im Dissoziationsgleichgewicht befindet. Diese Naherung ist streng ge- 
nommen nicht zulassig, da die Expansionszeit zur Erreichung des Gleichgewichts- 
zustandes nicht ausreicht, so daB in Wirklichkeit Abweichungen auftreten werden. 
Es mége aber trotzdem dieser Fall diskutiert werden, weil sich einige interessante 
Folgerungen ergeben. 








1 Vgl. J. SANGER-BREDT; Zur Thermodynamik von Arbeitsgasen fiir Atomraketen, in: 
Probleme der Weltraumforschung. Biel: Laubscher & Cie., 1955. 


Astronaut. Acta, Vol. III, Fasc. 2 
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Die Expansion ]aBt sich nicht mehr in derselben Weise wie beim idealen Gas 
berechnen, da infolge der Dissoziation die spezifische Warme des Wasserstoffs 
enorm stark verdnderlich ist (Abb. 4). Ferner ist wegen der Dissoziation die 
Enthalpie keine reine Temperaturfunktion. Als Zustandsgleichung fungiert bei 
Giiltigkeit des DatTonschen Gesetzes die des idealen Gases, doch tritt an Stelle 
des Molekulargewichtes das sogenannte mittlere Molekulargewicht, das von Druck 
und Temperatur abhangig ist. 

Derartige Probleme sind am besten mit Hilfe des Entropie-Enthalpie-Dia- 
gramms der betreffenden Substanz zu lésen. Die erste Aufgabe besteht also in 
der Aufstellung des 1 — s-Diagramms (Abb. 7). Aus dem 7 — s-Diagramm 1laBt 
sich in einfacher Weise die Gleichgewichtsschallgeschwindigkeit ermitteln, die 
ebenfalls druckabhangig ist. 

Damit kann man die Zusténde im engsten Querschnitt der Diise — die 
kritischen Zustande — festlegen (Abb. 8 zeigt dies schematisch). Bekanntlich 
wird bei jeder kompressiblen Strémung, die sich im thermodynamischen Gleich- 
gewicht befindet, im engsten Querschnitt der Diise die MAcu-Zahl 1, also die 
Strémungsgeschwindigkeit gleich der Schallgeschwindigkeit und die Stromdichte 
ist dort ein Maximum}. 

Ferner ist auch die MAcH-Zahl als Funktion der Enthalpie langs der Isentropen 
bekannt, weil die Schallgeschwindigkeit als Funktion der Enthalpie aus dem 
1 — s-Diagramm entnommen werden kann. Nun ist noch festzulegen, an welcher 


Stelle der Diise die entsprechende MAcu-Zah] erreicht wird. Dies gelingt mit 
Hilfe von Kontinuitatsgleichung 


fp | Acal/mo! und erstem Warmehauptsatz. 
M=F:o:w 
inte 


dq = 0, 


Daraus erhalt man 
1/9 = (01/0P):. (14) 
In die Kontinuitatsgleichung ein- 
gesetzt ergibt sich dann: 








. -— 2 
Abb. 4. Spezifische Warme Cy des Wasserstoffs H, 


fiir die drei Isobaren 1 At, 10 At, 100 At, mit Beriick- (01/2) wird aus dem i —s-Die- 
$s 


sichtigung der thermischen Dissoziation 
gramm entnommen. 


Damit ist die eindimensionale Diisenstrémung vollstandig bekannt. Dieses 
Verfahren ist auf jede kompressible strémende Fliissigkeit anwendbar, wenn das 


betreffende 7 — s-Diagramm gegeben ist. 
Wenn man nun die Ergebnisse genau betrachtet, so kommt man zu einem 


interessanten Ergebnis: 
In Abb. 9 ist die MAcH-Zahl des Wasserstoffs iiber der Enthalpie mit der 


Entropie als Parameter aufgetragen. 


1 Siehe K. Oswatitscu, Gasdynamik, S. 46. Wien: Springer, 1952. 
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Die MaAcu-Zahl eines idealen Gases l4Bt sich durch die Enthalpie und den 
Adiabatenexponenten x bekanntlich folgendermaBen ausdriicken: 


aE. is 2 ) 
x—1\2 

Nun kann man versu- 
chen, ein hypothetisches 
Vergleichsgas zu _bestim- 
men, dessen M(t9/1; x)- 
Kurve den Punkt M= 1 
und irgendeinen anderen 
Punkt bekannter MACcH- 
Zahl gemeinsam hat (s. 
Abb. 5 und 9). Dann zeigt 
sich, daB die M(t,/1, x)- 
Kurve dieses Vergleichs- 
gases in diesem Falle nur 
um maximal 8% von der 
wirklichen abweicht. 

Diese Tatsache kann 
zu folgendem Iterations- 
verfahren benutzt werden: 

Es seien zwei Punkte 
(M,1); bekannt. Durch die- 
se beiden Punkte wird die 
Kurve des Vergleichsgases 
gelegt. Seine Macu-Zahl 
nun wird als die der wirk- 
lichen Strémung_ betrach- 
tet, und mit Hilfe des 
Diagramms von _ Schall- 
geschwindigkeit - Enthalpie 
kann dann sofort die Stré- 
mungsgeschwindigkeit er- 
mittelt werden. Sind meh- 
rere Punktepaare bekannt, 
dann ist die Ndaherung 
noch verbesserbar. 

Dieses Verfahren kann 
auch fiir die zweidimensi- 
onale und rotationssymme- 
trische Strémung  verall- 
gemeinert werden. Hierzu 
ist es erst recht geeignet, 
da die Ermittlung der Ver- 
gleichsstr6mung verlangt, 
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Charakteristische Werte des expandierenden 
Isentrope Expansion langs der Isentropen 
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Abb. 5. 
Wasserstoffs. 


s = 10 (s. Text und Abb. 7), g = 


1h — t¢ 

ip Enthalpie in der Brennkammer, 1, Endenthalpie, 7 je- 

weilige Enthalpie. ~ bedeutet hier ausnahmsweise das 
mittlere Molekulargewicht 
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Abb. 6. Charakteristische Werte des expandierenden 
Wasserstoffs (s. Text und Abb. 7). Die Bedeutung von 
q siehe ebenfalls bei Abb. 5 


die Strémung eines idealen Gases zu berechnen, was mit Hilfe des Charak- 
teristikenverfahrens mdglich ist. 

Die Macu-Zahlen der Vergleichsstrémung sind dann wieder eine gute 
Naherung fiir die Macu-Zahlen der wirklichen Strémung, und damit kénnen 
dann leicht die Strémungsgeschwindigkeit und die anderen ZustandsgréBen an- 


gegeben werden. 


8* 
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In Abb. 5 und 6 sind die Verhaltnisse bei der Expansion des Wasserstoffs 
gegeben. Eine Diskussion ergibt folgendes: 

Der kritische Zustand riickt infolge der Dissoziation naher an die Anfangs- 
werte heran. Die maximale Stromdichte ist wesentlich gréBer als bei der Strémung 
ohne Dissoziation. Das heiBt, daB man bei Rekombination des Gases einen 
wesentlici gréBeren Massendurchsatz erhalt als beim idealen Gas. 
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Abb. 7.1 — s-Diagramm von Wasserstoff fiir Dissoziationsgleichgewicht H, + 102,6 Kcal@ 2H 











Die Ausstrémgeschwindigkeit ist im Fall der Rekombination viel héher als 
ohne Rekombination, da im Falle des Dissoziationsgleichgewichtes die Re- 
kombinationswarme von 103,6 Kcal/Mol der Strémung zur Verfiigung steht. 
In Wirklichkeit wird eine vollkommene Rekombination allerdings nicht ein- 
treten, wie schon erwahnt wurde. 
Allerdings diirfte bei zweiatomi- 
gen Molekiilen, wie es ja beim 
Wasserstoff zutrifft, trotzdem 
ein ziemlich hoher Rekombina- 
tionsgrad auftreten. 

Wahrend ferner bei der Ex- 
pansion des idealen Gases die 
Schallgeschwindigkeit monoton 
abnimmt, kann bei dissoziieren- 
den Gasen die Schallgeschwindig- 
keit zuerst ansteigen und dann 
erst abnehmen. Dies kann da- 
Abb. 8. Schematische Darstellung der Auffindung durcheintreten, daB durch die Ex- 

der kritischen Zustande (s. Text) pansion die Dissoziation begiin- 

stigt wird, wodurch das mittlere 

Molekulargewicht des Gases kleiner wird. Ubertrifft die Zunahme der Schall- 
geschwindigkeit durch die Abnahme des Molekulargewichtes die Abnahme der 
Schallgeschwindigkeit infolge der Temperaturabnahme, so nimmt die Schall- 
geschwindigkeit anfangs zu. Es mége noch betont werden, daB es sich hier um 
die Gleichgewichtsschallgeschwindigkeit handelt. 

Ferner wurde noch die Expansion des atomaren Wasserstoffes von demselben 
Anfangsdruck von 100 At und derselben Anfangstemperatur von §900° K auf 
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den Druck von 1 At zum Vergleich anfgetragen, wobei angenommen wurde, daB der 
atomare Wasserstoff ein ideales Gas ist, und keine Rekombination zu H, eintritt. 
Nun mége langs der Diisenwand die Enthalpie durch Einbringen von Kiihl- 
masse auf 1/47 — 71-Enthalpie der freien Str6mung — gehalten werden. 
Aus Gl. (2) ergibt sich fiir 


S 
) = coust. — | 


gesetzt. 
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Abb. 9. Macu-Zahl des expandierenden Wasserstoffs fiir Dissoziationsgleichgewicht. Als 
Parameter die Entropie. Fiir die Isentrope s = 10 ist strichliert der Verlauf der Macu-Zahl 
eines idealen Vergleichsgases angedeutet (s. Text) 


Eine Abschatzung mit Wasser als Kiihlstoff zeigt nun, daB dafiir w-Werte 
von 0,05 bis 0,2 in Frage kommen. Damit wiirde sich mit g = 0,1 ein 6 von un- 
gefahr 0,3 ergeben. Es miiBte also die Kihlmittelmasse ungefahr ein Drittel 
der Treibstoffmasse betragen. Die Ausstrémgeschwindigkeit betragt dann etwa 
87°, der Ausstrémgeschwindigkeit ohne Kiihlung, der Schub ist um 10% hoher 
(Abb. 3). 

Die Ausstrémgeschwindigkeit ohne Kiihlung wiirde hier ungefahr 15 300 m/s 
betragen, mit Kiihlung daher 13300 m/s, wobei natiirlich die Ausstrémge- 
schwindigkeit von 15 300 m/s ohne Kiihlung gar nicht erreichbar ist, weil die 
, Brennkammerwand“ der Temperatur von 5900° K nicht gewachsen ware. 
Die Wandtemperatur mit Kiihlung wiirde etwa 2600 bis 2800° K_ betragen. 

Wesentlich geht die ,,Schluckfahigkeit‘‘ des Kiihlstoffes (47), in das Er- 
gebnis ein. Je hdher sie ist, um so giinstiger gestalten sich die Verhaltnisse. Hier 
ware eine etwaige thermische Dissoziation des Kiihlstoffes gar nicht unerwiinscht, 
weil dadurch nur dessen Schluckfahigkeit gesteigert wird (in der Brennkammer). 

AbschlieBend kann also gesagt werden, daB die Beherrschung hoher Tem- 
peraturen in der Brennkammer und Diise von Raketenmotoren keine uniiber- 
windlichen Schwierigkeiten bieten werden. 

Die Erzeugung derartiger Temperaturen ist ein viel gréBeres Problem. Mit 
chemischen Reaktionen sind solche Temperaturen wegen der Dissoziation nicht 
zu realisieren. 

Es bleibt hier nur die Méglichkeit, mit Hilfe von Kernreaktionen das Gas 
in der Brennkammer aufzuheizen. 
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Part III. Radiation Equilibrium and Temperature! 


By 
D. T. Goldman? and S. F. Singer’, ARS 


(With 14 Figures) 


Abstract. This paper deals with the problem of predicting the equilibrium tem- 
perature of an artificial earth satellite and of giving methods for designing and 
controlling its temperature under all types of conditions. The major heat sources are: 
(i) the sun; (ii) sunlight reflected from the earth, and (iii) long-wave radiation from 
the earth. Further, we consider the additional production of heat by internal sources, 
such as nuclear power supplies. For a satellite travelling above the atmosphere the 
energy it receives is primarily transferred by radiation, infrared and _ visible. 
Therefore the equilibrium temperature of the satellite is determined by the properties 
of the satellite skin, i.e. its radiation characteristics (emissivity and albedo) in the 
visible and in the infrared regions of the spectrum. If we are dealing with a variable 
input of heat and are interested in the variation from the equilibrium temperature, 
then the thermal properties of the satellite body itself become of importance; the 
heat capacity of the satellite for example determines how rapidly it can follow the 
variation in heat input. We generally assume that the heat conductivity within the 
satellite is perfect so that all portions are at the same temperature, or at least that 
the skin is at an even temperature. Deviations from this ideal situation are considered 
separately. 

After we determine the sources of heat input in detail and after we discuss the 
small heat input effects (collision with the molecules, radicals, meteors, excited atoms, 
cosmic rays), we calculate the equilibrium temperature based on the equality of 
heat input and heat output, that is, a zero net flow of energy. The results for the 
equilibrium temperature are presented in the form of convenient nomograms to aid 
in preliminary design. 


Zusammenfassung. Die vorliegende Arbeit behandelt die Gleichgewichtstemperatur- 
vorhersage eines kiinstlichen Satelliten und die Angabe von Methoden, seine Tem- 
peratur unter allen méglichen Arten von Bedingungen zu planen und zu kontrollieren. 
Die hauptsachlichen Warmequellen sind: 1. die Sonne; 2. von der Erde reflektiertes 
Sonnenlicht; 3. langwellige Strahlung von der Erde. Weiters wird die zusatzliche 
WaAarmeerzeugung durch innere Quellen, wie Kernenergiebatterien, betrachtet. Auf 
einen Satelliten oberhalb der Atmosphare wird die Energie, die er erhalt, in erster 
Linie durch die Strahlung (im Infraroten und im Sichtbaren) iibertragen. Deshalb 


1 This paper was presented at the Seventh International Astronautical Congress 
in Rome, September 1956. 
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wird die Gleichgewichtstemperatur des Satelliten durch die Eigenschaften seiner 
Hille, das heiBt deren Strahlungscharakteristik (Emissionsvermégen und Albedo) 
in den sichtbaren und infraroten Teilen des Spektrums, bestimmt. 

Wenn wir mit variabler Warmeenergiezufuhr rechnen und an der Variation von 
Seite der Gleichgewichtstemperatur interessiert sind, werden die thermischen Eigen- 
schaften des Satellitenkérpers selbst von Bedeutung; die Wdrmekapazitadt des 
Satelliten z. B. bestimmt, wie rasch er der Variation im Warmeeingang folgen kann. 
Es wird die allgemeine Annahme gemacht, daB die Wdrmeleitfahigkeit innerhalb des 
Satelliten vollkommen ist, so daB alle seine Teile sich auf derselben Temperatur be- 
finden, oder mindestens, daB die Haut eine gleichmaBige Temperatur hat. Ab- 
weichungen von dieser idealen Situation werden gesondert betrachtet. 

Nachdem die Quellen der Warmezufuhr in Einzelheiten festgelegt und die kleinen 
Warmezufuhrwirkungen diskutiert worden sind (Kollision mit Molekiilen, Radikalen, 
Meteoriten, erregten Atomen, kosmischen Strahlen), wird die Gleichgewichtstem- 
peratur berechnet, die auf der Gleichheit von Warmeeingang und Warmeausgang 
beruht (das ist ein Null-NettofluB der Energie). Die Ergebnisse fiir die Gleichgewichts- 
temperatur werden in Form passender Nomogramme dargestellt, die bei vorlaufigen 
Konstruktionen niitzlich sein kénnen. 


Résumé. Cet article a trait au probléme de la température d’équilibre d’un 
Satellite artificiel et aux méthodes permettant de la fixer et de la controler en toutes 
circonstances. 

Les principales sources de chaleur sont: (1) le soleil; (2) la réflexion du rayonne- 
ment solaire par la terre et (3) le rayonnement terrestre 4 grande longueur d’onde. 

De plus il faut envisager les sources de chaleur internes telles que celle associée 
a la production d’énergie nucléaire. L’énergie captée par un satellite orbitant en 
dehors de l’atmosphére est avant tout transmise par rayonnement, infra-rouge et 
visible. Aussi l’équilibre de température est-il déterminé par la nature du revétement, 
c’est-a-dire par son émissivité et son albedo dans les régions infra-rouge et visible 
du spectre. 

Dans le cas d’un apport de chaleur variable et d’écarts a la température 
d’équilibre, les propriétés thermiques de la masse méme du satellite deviennent 
importantes; la capacité calorifique du satellite détermine par exemple la rapidité 
avec laquelle il s’ajuste aux variations de l’apport de chaleur. En régle générale la 
conductibilité thermique dans le satellite est supposée parfaite, toutes les parties 
et en tout cas le revétement étant alors 4 la méme température. Les écarts a cette 
situation idéale sont envisagés séparément. 

Aprés un examen détaillé des sources principales de chaleur et une discussion 
des sources faibles (collision avec molécules, radicaux, météorites, atomes excités, 
rayons cosmiques) l’équilibre de température est calculé sur la base d’une égalité 
entre entrée et sortie de chaleur, c’est a dire de l’annulation du flux net d’énergie. 
Les résultats pour la température d’équilibre sont présentés sous forme de nomo- 
grammes commodes pour les calculs d’avant-projets. 


List of Symbols 


= Albedo of earth 

= Solar constant = 1400 watts/m? 
Radius of the earth 
STEFAN-BOLTZMANN constant = 5.67 x 107-8 watts/m?-°K¢4 
Equilibrium temperature of the planet earth 
Equilibrium temperature of the satellite 

= Infrared emissivity 
Visual albedo of the satellite 

= Cross-sectional area of the satellite 

= Eclipse factor 

= Altitude of the orbit 





D. T. GoL_pMAN and S. F. SINGER: 


= Angle at which the satellite goes into the earth’s shadow (see Fig. 3) 
Angle between the orbit plane and the sun-earth line (see Fig. 4); min. zenith 
angle to the sun (see Fig. 9) 

Velocity of the satellite relative to the upper atmosphere 
Atmospheric density 

= Inclination of the earth to ecliptic 

= Position of orbit node (in equatorial plane) (see Fig. 9) 

Geocentric angle (along orbit) measured from point OS (see Fig. 9) 
Inclination of satellite’s orbit to plane of the equator 


I, Introduction 


The problem of the temperature of satellites and space vehicles has been 
previously discussed by several authors [1—6)]. EHRICKE [1] has considered the 
temperature of an idealized space station as a function of distance from the sun 
and has not taken into account the effect of a nearby planet such as the earth. 
STERNBERG (2) considered only satellites having black body properties. 
BUETTNER [3] considered more realistic surface conditions for the satellite skin 
and worked out several special cases. HANSEN [4] considers also the aerodynamic 
heating during the ascent of the rocket. He mentions the possibility of insulating 
the skin of the satellite from the body. SANDORFF and PRIGGE [5| worked out 
several special cases and consider in detail the heat conductivity and heat 
capacity of the satellite skin and interior. They discuss the advantage of insulating 
the skin from the interior to reduce the temperature excursions of the interior!. 
Finally Gast [6] considers the equilibrium temperatures of satellites for special 
orbits but neglects the effects of heat conductivity. 

The main purpose of this paper is to establish a procedure for calculating this 
equilibrium temperature of satellites. Since there are so many parameters 
involved which vary from satellite to satellite, from orbit to orbit, and from 
launching to launching, it is important to determine a general method to calculate 
how the temperature depends on these parameters. The parameters of interest are: 
Surface properties of the satellite; surface properties of the earth directly below 
the orbit; characteristics of the orbit, such as altitude, inclination, orientation 
with respect to the sun-earth line, etc. The shape of the satellite may vary also, 
and it may be either spinning or fixed in space, varying the results accordingly. 
For simplicity, we have considered only a spherical satellite assumed to be small 
enough so that heat conductivity is perfect. We have also investigated the effect 
of insufficient heat conductivity on the temperature distribution. We purposely 
have not considered definite construction of skin materials but rather have 
expressed the results in terms of general albedo and emissivity figures of the 
skin materiai. The nomograms are designed to convey the results in a convenient 
form so that they can be used for preliminary design. 

1 It is a matter of choice which is preferable: insulation of the skin or good heat 
conductivity. The approach adopted by previous authors (Ref. [4] and [5]) in which 
the skin is insulated from the central part of the satellite, has the following result. 
The skin itself having a very small heat capacity can fluctuate violently between 
the day and night side of the earth (see our discussion in part VII of the paper). 
It is difficult then to calculate the temperature reached by the central portion of the 
satellite. On the other hand, our philosophy would be to insure good heat conductivity 
between the skin and the center, giving a high heat capacity. As we shall see, this 
procedure leads to only very small temperature fluctuations as the satellite passes 
over the day and night sides of the earth. 





Studies of a Minimum Orbital Unmanned Satellite of the Earth III 


II. Sources of Radiative Energy 


7. Sun 


The ultimate source of the radiational energy intercepted by an orbital 
satellite is the sun. The spectral distribution of the sun’s energy is given in Fig. 1 
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Fig. 1. Solar flux density vs wavelength (from Ref. [16)) 


where the similarity to the radiation from a black body can be seen. Using 


WIEN’s displacement law [7], Amax T = 2884-°K; from Fig. | it can be seen 
that Ama, for the sun is .474. Thus the sun corresponds to a black body radiating 
at 6,100 °K. 


2. Earth 


The planetary temperature of the earth, on the other hand, is certainly low 
enough so that this planet is inhabitable. The amount of radiation absorbed by 
the earth is directly proportional to 1 — a¢, where ag, the albedo of the earth, 
is a measurement of the reflectance of the earth. (Thus, for example, a perfect 
mirror would have an albedo of 1 and absorb no radiation.) 

The albedo of the planet earth is certainly not the same over the entire mass. 
Indeed such quantities as cloud coverage and. kind of surface determine the 
value of the albedo. A more complete discussion of the determination of the 
earth’s albedo is given in Appendix I. For most of the following we shall use an 
average albedo of the earth equal to .34. 

The earth absorbs direct radiation from the sun and re-radiates it in a 
complicated manner, partially from the ground and partially from the atmosphere 
(see IV). 


III. Caleulation of Planetary Temperatures 


The amount of flux absorbed from the sun at a given instant by the earth is 
(1 — ag) Eyam Re? where E, is the solar constant, and z Rg? is the cross sectional 
area of the earth intercepting the sun’s rays. The earth, a diffuse emitter, radiates 
in the mean a flux per unit area of o T;4 from the entire surface 42 Re? of the 
earth; 7, is defined as the planetary temperature; o = 5.67 x 10-8 watt/m?°K4 
(the STEFAN-BOLTZMANN constant). Thus, at equilibrium, 


M4 R;? (1 = Xp) Eo = 47 R20 rs. 
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Solving, we find Ty, = where E, = 1400 watts/m*. With 


a. = .34, the average earth’s albedo, we find T» = 250 °K. (Hence, from WIEN’s 
displacement law, the maximum wavelength is given by Amz [planet] = 
= 2884/250 = 11.5.) If the average earth’s albedo were to change drastically 
over a period of time, the temperature 7, and hence the climate would change; 
e.g., with 

ar = .50, we find Tp = 233 °K; 
with 

ae = .20, we find Tp = 262 °K. 

The earth’s surface temperature varies from —40 °C in polar latitudes to 
40 °C in tropical latitudes, with a mean of 14.3 °C, much higher than the mean 
planetary temperature of —23 °C. On the other hand, the planetary temperature 
is much greater than the coldest temperature experienced in the atmosphere 
below 70 km, where a mean of —60 °C at the tropopause is reasonable. Thus, 
we see that planetary radiation is composed of contributions of energy both from 
the earth’s surface and lower atmosphere at higher than planetary temperatures, 
together with less energy flux from the upper troposphere at lower than 
planetary temperatures. We see that a mean of ground and troposphere tem- 
peratures is —— = — 23 “| which is close to the planetary tem- 
perature. 


IV. Infrared Radiation from the Earth 


In determining the quantity of infrared energy radiated by the earth to 
space, we consider the earth to be composed of two concentric isothermal 
spheres, one with a temperature of 14 °C corresponding to the mean surface 
temperature, and the other with a temperature of — 60°, the temperature at 
the tropopause. Both spheres radiate energy according to a spectral distribution 
corresponding to the black body curves associated with each temperature. 
However, it is known that the earth’s atmosphere absorbs the energy radiated 
at the extremes of the spectrum. Specifically, for A << 7 and A> 14m, complete 
absorption occurs and no radiation from the sphere of higher temperature (and 
lower altitude) will escape to space. For 8.56<A< lly, the atmosphere is 
completely transparent. The intermediate regions 7 to 8.5 and 11 to 14 yu are 
semi-transparent. To evaluate the radiation for such a system we resort to a 
method suggested by Simpson [8], as outlined in the following: 

In Fig. 2 two black body curves are drawn, one for T = 14 °C (mean surface 
temperature) and one for T = — 60 °C (tropopause temperature). In the regions 
< 7u and > 14, radiation from the earth will be absorbed by the water vapor 
and CO, in the atmosphere until the flux that finally escapes to space will be 


1 Properly speaking the infrared energy radiated from the earth is a function of 
the latitude and the time of day. One would think therefore that an equatorial orbit 
would receive more energy from the earth than a polar orbit. For intermediate 
orbits the exact value of infrared energy received will depend on the position of the 
line of nodes with respect to the sun-earth line as well as on the inclination of the 
orbit, in other words, on the orientation of the orbital plane in space with respect 
to the sun. These effects are small, however, compared to those arising from 
meteorological conditions, principally the water vapor content and its distribution 
with altitude. 
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determined by the temperature of this last layer. Thus the flux is just the area 
under the lowest curve in Fig. 2. For 8.5 < A< 1ly the atmosphere is indeed 
transparent and the flux is the area under the uppermost curve. In the interme- 
diate regions, the flux is shown as the area below the heavy line. The total area 
under the composite curve is the long-wave radiation to space. 
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Fig. 2. Black body radiation curves for various mean surface temperatures and a tropopause 
temperature (fixed at —60 °C) illustrating the determination of the long-wave radiation 
to space 


Three typical black-body curves for 3 surface temperatures have been plotted 
and then geometric measurements (planimetric) were made to find the areas 
under the composite curves. The energy radiated from the earth for the 3 tem- 
peratures was: 

Table I 


Temperature of earth’s surface Flux (watts/m?) 
4 °C 175.2 
14 °C 188.5 
24 °C 203.4 


VY. Energy Sources other than Solar Radiation 


As we have seen, solar radiation, both direct and reflected, and heat radiation 
from the earth, determine the temperature of the satellite. In addition there 
are very minor effects due to impacts with various particles. Cosmic ray heating 
is entirely negligible. The total cosmic ray energy averaged over the earth’s 
surface is of the order of 1 Bev per cm? per sec. This corresponds to 
1013 ev per m? per sec or approximately 10-* watt/m?. This estimate assumes 
also that all of the cosmic ray energy is expended within the satellite, which of 
course is not the case. 

Slightly higher but still negligible is the energy input from meteors and 
meteoric dust. The flux of incident particles is derived from astronomical observa- 
tions such as observations of scattering of sunlight by interplanetary dust, from 
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observations of impacts of dust particles on high altitude rockets, and from 
measurements of the accretion of such material by the earth through the study 
of ocean bottom deposits. WHIPPLE [9] has reviewed the evidence and gives 
an accretion of 1000 tons of meteoric material per day over the whole earth. 
Even if we assume that the incoming material has a velocity of 50 km/sec, the 
total incoming kinetic energy is only about 2 x 10-° watt/m?, again quite 
negligible compared to the energy input from the sun which is of the order of 
1000 watt/m?. 

More important is the aerodynamic heating in the upper layers of the at- 
mosphere. We can calculate it roughly as follows: The volume swept out by the 
satellite per second is Av and the kinetic energy of the molecules and atoms per 
unit volume is } 9 v?, where v is the relative velocity between the satellite and 
the atmosphere. One can neglect completely the temperature of the atmosphere. 
The power input per unit area is therefore } 9 v3; at an altitude of 500 km this 
corresponds approximately to 10-1! watt/m?. Even if we assume that most of 
the atoms are excited or ionized and carry a stored up energy of several electron 
volts, this would at most double the figure given above. 

We therefore conclude that down to altitudes where aerodynamic heating 
becomes of importance, approximately 250 km, solar radiation is the only 
important factor determining the temperature of a satellite. 


VI. Caleulation of Satellite Temperature 


To calculate the equilibrium temperature we equate the energy coming into 
the satellite to the energy being radiated from the satellite. As discussed earlier, 
the energy entering is composed of the visible energy from the sun, the visible 


sunlight reflected from the earth, and the infrared energy radiated from the earth’s 
surface and earth’s atmosphere. On the other hand the energy radiated from the 
satellite is simply given by €;z A o T4 where €,z is the emissivity of the satellite 
skin in the infrared region (near 10) appropriate to its surface temperature. 








Fig. 3. The angle at which the satellite goes Fig. 4. A pictorial representation 
into the earth’s shadow as a function of orbit showing the need for considering y, 
altitude the eclipse factor 


As can be seen below from an examination of all of these terms the area of 
the satellite enters into all of them and can therefore be cancelled out. We can 
therefore determine the equilibrium temperature of the satellite independent of 
area. The only case where the area would enter is when internal heat is produced 
inside the satellite. In order to be able to deal with this problem without 
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considering the area of the satellite specifically we will always specify internal 
heat produced in terms of watts per m? of cross sectional area of the satellite. 


M 
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Fig. 5. The eclipse factor, uw, as a function of p 


The satellite receives the following radiation: 

1. Direct radiation from the sun: 1400 A (1 — a) ~ watts where 1400 watts/m? 
is the solar constant at the earth’s orbit, «, is the visual albedo, A is the cross- 
sectional area of the satellite, and w is an “‘eclipse factor’, accounting for the 
fact that for slightly less than half of its orbit the satellite is shielded from the 
sun’s direct rays by the earth. Figs. 3 and 4 show the need for considering the 


; R ; 
eclipse factor. In Fig. 3, we see that cosy = ‘irene where is the angle 
P g ¥ Re +h ¥ § 


at which the sun’s rays no longer reach the satellite, Rz is the radius of the earth, 
and h is the altitude of the satellite. From Fig. 4 we see that if (90 — y) << ¢ 
where ¢ is the angle between the orbit and the sun, then the satellite is never in 
the earth’s shadow and uw = 1. A complete discussion of the determination of ¢ 
is given in Appendix III. For (90 — y) >¢, we have uw = 1; for geocentric 
angles 90 + yp (see Fig. 5), «4 = 0 while the satellite is in the earth’s shadow, 
and then 1 again from (270 — y). Hence, upon proper normalization we may 
write the total u to be, for each cycle 


y<90°—¢ 


for y>90°—¢ 
where all the angles are expressed in degrees. 


ALBEDO 
ENERGY 


100% (of 1400 x, cos §) 








.e) 





o° 90° 27To° 360° 
GEOCENTRIC ANGLE 


Fig. 6. Albedo energy of the satellite versus geocentric angle 


2. The energy reflected from the earth is 1400 a¢ A cos ¢cos® where ag 
is the albedo of the earth and @ the geocentric angle of the satellite in the orbit. 
Fig. 6 is a representation of albedo energy, where the simplifying assumption is 
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made that the satellite receives reflected radiation only from the earth’s surface 
vertically below it. Hence we see that over one cycle the average of cos® = 1/z; 


Core _ 14 
and the average reflected energy contribution! is honda A &e. 
n 





3. The energy radiated from the earth for various surface temperatures has 
been evaluated in section IV. 
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Fig. 7. Nomogram for determining the equilibrium temperature of the satellite for various 
properties of the skin (ay, err), of the orbit (u, 2), of the earth’s albedo (ag), and for internal 
heat sources 


Thus the total energy absorbed by the satellite, for the average earth surface 
temperature! of 14 °C is 


[ — a) 1400 (. i. = cos | + Cre 1885] A. 


1 We feel justified in using such average values of the infrared flux, as well as 
albedo values averaged over an orbit; the heat capacity of the satellite averages out 
any local variations (see Section VII-3). The temperature of the satellite is therefore 
not a particularly suitable indicator of, e.g., the point-by-point infrared flux from 
the earth to space; it would be better to use an infrared detector [13]. 
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Since equilibrium is assumed, the absorbed energy must equal the thermal 
radiation from the satellite 
4A ErrRO Ta* 
where T+, is the equilibrium temperature of the satellite in °K. Or, 


\ 


QE 


r cos q + Err 188.5 = 4Erro Teg! 


Solving for Teg, 
XE be 
(1 — a) 1400 (0 + — cos :} + Err 188.5 
‘ °K, 





T.= 
™ 4€rro 


As an example, consider an equatorial orbit 200 miles (320 km) above the 
earth. Then ¢ = 0°, cos¢ = 1, andur = =i = .599. ‘We assume an 
average earth albedo of .34, a visual albedo «, of 90% and an infrared emissivity 
of 95°94. Then, 


1, 


34 
Hs 
.95 x 4 x 5.67 x 10-8 


.1(1400) (500 + + .95 x 188.5 





Teq = 


Solving, Teg = 189.5 °K. 

As an aid for the determination of the equilibrium temperature we have 
prepared a nomogram to be used for various az, cos ¢, a, and err in calculating 
Tq. The computation of the nomogram, Fig. 7, is given in Appendix II where 
it is seen that the addition of parameters such as internal heat sources can be 
included on the horizontal line without too much additional labor. Changing 
the infrared emissivity and including internal sources merely moves the Tg 
line of the nomogram along the horizontal. 


VII. Special Problems 
7. Internal Heat Generation 


Generation of internal heat, for example by a chemical or nuclear power 
supply, may affect the satellite temperature markedly. After we subtract off 
the energy radiated away by the satellite in the form of radio energy through 
a transmitter, we are still left with heat energy produced by the internal power 
supply. As a rough guide we can say that the effect of this internal heat genera- 
tion on temperature is unimportant as long as the heat generated per square 
meter is less than the solar energy input, i.e. of the order of 1000 watt/m?. This is 
strikingly shown in the nomogram, Fig. 7, where we see that the equilibrium 
temperature rises markedly only when the internal heat generation goes much 
higher than 1000 watts/m?. 

Conversely, if we wish to keep a satellite at a reasonable temperature with a 
high internal generation of heat, it pays to increase the satellite diameter (and 
area) up to the point where the internal heat generated is of the order of 
1000 watts/m*. Beyond this point a further increase in area also increases the 
heat input from the sun. These considerations are important in the design of 
nuclear power supplies operating a thermodynamic engine, and allow the design 
of a suitable exhaust temperature for the turbine. 
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2. Temperature Distribution and Heat Conductivity 


We will assume, for the sake of illustration, that the sphere is split into two 
parts with conduction taking place only in the skin. This is supposed to represent 
an extreme condition where one-half of the non-spinning sphere is illuminated 
by the sun and hot, while the other half is facing away from the sun. What we 
will attempt to show is that the heat flow between the two halves is very large 
compared to the heat input from the sun. This demonstrates that the temperature 
difference between the two halves cannot remain very large and disposes of the 
problem of calculating in detail the temperature distribution, which would be 
difficult to do in a general case. Even in a special case it might be better to 
determine the temperature distribution by experimental means. 

We obtain the equilibrium temperatures on the sun-lit and on the dark side, 
using the methods developed earlier. This allows us to establish a tentative 
temperature difference across the two halves. The calculation below gives the 
details. 

The rate of flow of heat between two isolated bodies is 





where & is the coefficient of heat conduction, A is the area of the interfaces, d is 
the distance of separation, and A T is the temperature difference between them, 
AT =T, — T,. 

The equations for 7, and 7,, according to procedures outlined above, are 

1400 (1 — a) A — (Heat loss due to conduction) = 3 A Ezra T,}, 

1400 (1 — «,) Aue cos € + Err X (infrared radiation from the earth) x A + (heat 
gained by conduction) = 3 A €;r 0 T,', where T, is the temperature of the sunlit 
half, 7, the temperature of the dark half and where, for illustration, we have 
chosen the time of day as local noon. 

Calculation of 7, and T, ignoring the heat conduction terms yields A T ~ 60°K. 
The heat conducted across the surfaces of steel hemispheres, with 

.L cal 40 watts 


~ sec-cem °K —s m-°K 


and a separation d = 2 x 10-3 m, is 


ey BD eK 
dO 40 mK x 60 °K 





#” 6=-_ 2x 10? 

The heat conducted across in this particular case turns out to be many times 
the energy received from the sun. In this calculation we have assumed however 
that heat is conducted across the whole area between the two hemispheres. 
If conduction takes place only in the skin of the sphere, then obviously the effect 
of heat conductivity will become smaller the larger the satellite, since the heat 
conducting area only goes up as the first power of the dimension of the satellite. 
Again, any reasonable spin of the satellite will ensure an even skin temperature. 


= 1.2 x 10° watts/m?. 


3. Non-equilibrium Conditions 
We have already seen that when the satellite is on the sunny side of the earth 
it receives radiation to the amount 
ae cos € 


7 


+ (Err) 188.5) | watisime 


t — ay) 1400 (0 + 


and radiates 4€;ro T4 watts/m?. 
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When the satellite is in the earth’s shadow, assuming the average nighttime 
temperature of the earth’s surface to be 4 °C, it will receive a radiation of 
Err (175.2) A watts and radiate 4 Esra T* A watts. 

From thermodynamical considerations, d0 = mcpdT where Q is heat in 
joules, m the mass in kg and cp the specific heat at constant pressure in joules 
°K/Kg. In general dQ/dt = Pin — Pow, where Pin is the input power and Pou 
is the output power. 

For the special case E7r = .95, 

Pin = 166.4.A watts and Pug = 8 T*, 
B=4Aco x .95 = 2.166 x 10-7 A watts/°K4. 


Substituting 


Integrating 


| 


where x = f'!: T?; 


where C is the constant of integration. 


ie Pin'ls + fils T BT | 
iene, ee E ae : cag 5 ee 2 
P,,'h iE log C Pach — Ba T| * an Dh | 
To evaluate C, we choose the parameters so that when ¢ = 0, T = 199.5 °K. 
Substituting back we find 


log C = — 4.1559. 


The equation of state becomes 


t ea os oe 
i i i a 
— a &” 


3.591 + .02157 T 
3.591 — .02157 T 


t F 
A graph of a A vs. T has been drawn (Fig. 8). 
p 
We now work out the following specific example for the MOUSE satellite: 
We select A = .0314 m?, m == 20 kg, cp = .10 cal/gm°K = 3.42 x 10° joule/kg °K, 
the specific heat of steel. 
Thus, 
t t 
iy 
Chm 20 x .42 x 10 
For ¢ = 45 minutes, the length of time that the satellite remains in the earth’s 
shadow, 





5 X 3.14 x 10-2 = 3.74 x 10-82. 


t 1 
———_- = Ss ——— 
a4 wat x 16? 


Astronaut. Acta, Vol. III, Fasc. 2 
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Inspecting Fig. 8 we see that for such a short abscissa interval the graph 
can be considered a straight line. Thus it is only necessary to average the day 
and night radiation received by the satellite and thus determine its temperature, 
as we have done in computing the equilibrium temperature. 








For P;,= 1752 A 


For Pin = 1664 A 


L nt = | 
4 Phd 
(t/com)A  (Watts7®K) 


Fig. 8. Cooling curve of satellite by infrared radiation (e7r = 0.95) 








4. Effect of Nearby Hot Bodies 


It may be desired to operate equipment in a satellite at a reasonably low 
temperature while another portion of the satellite e.g. the nuclear power supply 
is at a very high temperature. In this case we cannot rely entirely on thermal 
insulation but must physically separate the two parts of the satellite. The 
question then arises how far to separate them in order to keep the energy transfer 
within reasonable limits. 

Again we apply the consideration that the energy radiated from the hot 
part A to the cold part B should be of the order of magnitude of the energy 
received from the sun. If body A runs at temperature 74 and has an area Aa, 
then the amount of heat received by B from A will be approximately 
o T4* x Ap X Aa/d*, where d is the separation between A and B. We wish 
to compare this with 1400 Ax. We find therefore that the separation should be 
d . (a Tat A4/1400)". 


Appendix I: Evaluation of Albedo of Planet Earth 


In many applications it is satisfactory to use an average albedo for the planet 
earth of 34—35%, corresponding to a cloudiness of 54% (see e. g. Ref. [10]). The 
albedo in various spectral intervals, however, depends on the degree of cloudiness 
(see Table II), as well as on the type of earth’s surface (see Table III) and on the solar 
zenith angle in the case of ocean surface (see Table IV). Of course the satellite itself 
will give us the best information on the proper values of the earth’s albedo and its 
variation with time [12, 13}. 

The incident solar energy Q (1400 watts/m?) can be divided into three parts: 
QO, (in the ultraviolet region < 0.4), Q» in the visible region (0.4 — 0.7), and 
Qrr in the infrared region > .74y. Table II shows the fraction of Q and fraction 
Qv, Qu», and Qi, respectively, reflected from the atmosphere, clouds and the average 
earth under various conditions of average cloudiness. The reason for subdivision 
into three spectral intervals is that the satellite may often have different reflectivities, 
depending on the nature of the skin surface. 
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Table II 
0% Cloudiness 
Oy QiR 
| 0.090 + | 0.45Q * | 0.460 
0.04Q | | 0.08Q | | 0.02 Q | 
| 


0.445 Quy | | 0.178 QO, 0.0435 Orr | + 


Clouds (No Clouds) Total Albedo (+): 
0.1906 Q 


A 


Atmosphere 


Average 0.0022 Q i 0.02429 | 0.0242 Q 
Earth 0.0244 Quy | 0.0538 Q, | 0.0526 Orr | 





45% Cloudiness 


Qup Qv QirR 

f | 0.099 t | 0.45Q * | 0.460 
0.0260 | 0.0520 | | 0.013 Q 
0.289 Quy | | 0.115Q, | | 0.028 Qrri + 


Clouds 0.0189 7 0.113 Q 0.102Q + Total Albedo (f): 
| 0.200 Owe | 0.251 Q, 0.222 O7R | 0.347 0 


Average 0.001 Q 0.011 Q 
Earth 0.0111 Qu | 0.0246 OQ, 


Atmosphere 


0.011 Q 
0.0242 Orr 


| 
| 





100% Cloudiness 


Ow QO, QIR 

+ | 0.090 t | 0.450 t | 0.460 
0.01439 | 0.02860 | 0.00710 | | 
0.159 Quy! + 0.0635 QO, | | 0.0155 Orr | + 


Clouds 0.03439 0.2099 7 0.189 Q | Total Albedo (t+): 
0.378 Ou 0.4650, | 0.411 Orr} 0.4823 Q 


Atmosphere 


Average 
Earth 





Table III. Collected Albedo Values 


Forests 0.07 K. BUtrner: Messungen der Sonnen- und 
Grass 0.15 Himmelsstrahlung im Flugzeug: 
Sand 0.25 Meteorol. Z. 46, 525 (1929) 


Bushes 0.10 


Fresh Snow 0.70 
Old Snow 0.55 
Fresh Sea Ice 0.70 
Old Sea Ice 0.55 


| A. Ancstr6ém: In the albedo of various surfaces 
Clouds | S. Fritz: Solar radiant energy and_ its 


of ground: 
Geograf. Ann. 7, 323 (1925) 


Low 0.69 modification by the earth and its 
Middle 0.48 atmosphere: Compendium 

High 0.21 Meteor., Boston, Amer. Meteorol. 
Cumuli form 0.70 Soc. 1951 


9* 
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R. J. List, Smithsonian Meteorological Tables, 6th ed., gives the following values: 


Desert : .28 Sand, dry 
Fields j .25 Sand, wet 
Forests F .10 Snow or Ice 
Grass ; .37 Water 
Ground, ore ; - .20 Average earth 
Mold, black d .14 


Table IV. Reflection of Sun’s Radiation from the Surface of the Ocean 


Zenith Angle of Sun 0° 40° 50° 60° 70° 80° 85° 
Percentage Reflected 3 3 4 6 12 25 40 
For smoother sea surface; in the presence of waves the reflection may be decreased 
by about 20°; after H. O. SvERDRUP, in: The Earth as a Planet (edited by 
G. P. Kutrper). Chicago: University of Chicago Press, 1954. 


For reflection of sun plus sky radiation ANGSTROM gives 


Z (deg) 43.0 46.9 70.5 
A (%) 3.9 5.7 13.8 


Appendix II: The Construction of a Nomogram [14] 


A nomogram enables the use of graphical methods in solving certain equations 
primarily those containing three variables, say a, f, and y. If any two of these three 
quantities are known, the third follows from the equation. If we consider the 
determinant 


x3 V3 
which reduces to 
74 8. Sa OS 


%1— % X_ — Xs 

> ad 
we see that the three points 7, = (4%, ¥,), % = 
a > ad od 


because the two segments 7, — 7, and 7, — 73 possess identical slopes and have a 


(%, V2) and vg = (#3, V5) are collinear 


ies 
point 7, in common. 
We can allow our points to represent functions of the three variables, viz., 


*, = $,(%) Vy = py (x) 
%_ = $2(B) Ve = 2(B) 
x3 = $3(7) Vs = ¥5(7). 
The points of the nomogram are gotten by chosing values for the parameters «, 8, 
and y and plotting the corresponding points (%,, ¥;), (%2, V2) and (%3, v3) for each of 
the values of the parameters. 
As an example we choose the common multiplicative form 
€(%) €2(B) = &3(y). (1) 
This can be written 
ey 1 
1 
| 0 — £3 1 
which by suitable determinant algebra reduces to 
ey 0 l+e i A % 
] 


— & 
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We note immediately that 
x, = ,(a) = a yi =¥,(x) =0, the x-axis 
; = €(a) 
x2 = $2(B) = 1 Sa unt = €,(B 
*,=9;(y) = 0, the y-axis ¥s = ¥3(Y) = — of ’). 
As a further illustration, we consider the iow at hand. We wish to set up 


a nomogram for 
WP 


(1 — a) 1400(u + —- - Er {188.5} 
It 


y ee ; mance ttinex ane aeennees 0K 2 
” 4erro (2) 


where the terms have been defined previously. We select as our variables Tv, the 

. agcos C 

—_ —— 
rt 





equilibrium temperature, «,, the visible albedo of the satellite, and (: 


which determines the amount of visible radiation received by the satellite. Accord- 
ingly we choose €7r = .95, and a surface temperature of 14 °C. 
We shall rewrite (2) in the form of (1): 


agcos¢ 
aa) 1400 semen ‘)+ 95 x 188.5 
M1 4 


Teq* = —_—_—_——__——_—__ ——— 
4 x .95 x 5.67 x 10-8. 


aE COS ¢ 
21.7 x 10-8 Teg4 = (1 — aw) 1400 (.: hoe | + 179.0+4+X 
M4 


where we have now included an internal heat source explicitly. Transposing, 


x 
Sa + ae x 2 TS az =~) ( Fw 


Comparing (3) with (1), we see that 


€3(Teq) = 1.55 x 10719 Teg4 — 1279 — ae 


In terms of the points (%,, y,), (%2, ¥2) and (%3, y3) this is 


= .1279 — 1.55 x 10-19 Teg4 


a, varies from 0 — 1, and ag cos ¢ varies from 0 — 1 and .5.<y<1. The range 
of Tzq is not immediately apparent. 
Fig. 7 is the nomogram gotten by substituting values for the parameters a, 
sc ee 
w+ i  drosnd § T. From it we see that the minimum temperature of the satellite is 
170 °K while its maximum is approximately 200° above, for the parameters considered. 
It is also possible to vary the temperature of the earth’s surface. From eqs. (2) 
and (3) we see that this would affect only y3, increasing or decreasing the constant 
.1279. This is, in effect sliding the T, scale to the right or left. Exact calculation 
must be left to the designer who wants to use other conditions. 
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Appendix III: Determination of the Angle Between the Orbit of the Satellite and the Sun 


The angle ¢, as defined in the text, can be seen to be just the minimum 
distance between the orbit of the satellite and the sub-solar point, SS. Let us 


SATELLITE ORBIT 
PROJECTION 


/ suavow | “A. SUBSOLAR 
! ! | POINT 




















Fig. 9. The typical satellite orbit illustrating space angles ¢ (the angle of closest approach 
to the subsolar point), the orbit parameters 7s and 2, and the inclination of the earth to the 
ecliptic ig 

consider, as in Fig. 9 a satellite 

WINTER SOLSTICE, ig =-23.5° orbit inclined at an angle is to 

oS .30° 60 —-goe the equatorial plane. Let 2 be 

the distance along the equator 

between the sunlit node of 

the orbit (point at which the 

orbit crosses the equator) and 

local noon. We denote with ig 

the angle between the earth’s 

equatorial plane and_ the 

ecliptic; te varies between 

+ 234° depending on the time 
-90° -60° -30° of year. 

SUMMER SOLSTICE, ie = 23.5° From spherical trigonometry 

we derive the relations: 
cos < (OS — A — SS) = 
= cos Qsin ts 








and 





— sin Q 
tan A — ES = 


EQUINOX, ig=0 cot ts 


Fig. 10. Graphs for determining 

the angle € as a function of ts 

and Q. (a) is for the summer and 

winter solstice; (b) is drawn for 
the equinox 











Studies of a Minimum Orbital Unmanned Satellite of the Earth III 


Then, from the law of sines, 
ee : : sin 22 
sin € = sin|— ig¢ + tan~!1——— 
cot 1s 


ee 
) 1 — cos? Q sin? is. 


This can be simplified to: 

sin € = sinis sin 2 cos ig — COS 1s Sin 1B. 
This relationship of ¢ on orbit parameters ig and 2, and on the ecliptic angle ig can 
best be exhibited graphically (Fig. 10). 


Appendix IV: Absorption of Visible Radiation from the Sun Incident on a 
Satellite Above the Earth 
Here we consider the small absorption effects by the residual atmosphere between 
the satellite and the sun. The geometrical situation is as follows: 


re Pe, ee 


i 
Dia. 


a 
LIGHT “RAY 


7 
f 








Fig. 11. Radiation paths showing absorption by the earth’s atmosphere 





From the diagram, Fig. 11, 0 


A. Rayleigh Absorption 

The attenuation of light 
of wavelength A _ passing 
through N molecules is given 
by ¢-4:N where fa is the 
attenuation per air molecules 
given by MHuvtsBurt_ (15). 
HuLBurt indicates that N = Kn 
where K is an_ empirically 
derived constant = 2.64 x 10’cm 
and m is the molecular density 
at Z and is listed in HULBURT’s 
paper. The incident ray passes 
through 2N molecules so the 
RAYLEIGH attenuation is given ; 
by e—bynx 5.27 x 10’ 2 (km): 

Values of the attenuation 
are plotted in Fig. 12 for ig. 12. Attenuation of visible radiation due to 
RAYLEIGH scattering 








st 





7S 100 


various Z. 
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Fig. 13. Attenuation of visible radiation due to absorp- 
tion by the CHaAppuis bands of ozone 














100 


Fig. 14. Total attenuation of visible radiation due to 
passage through the earth’s atmosphere 


References 


B. Absorption due to the 
CuHapPpuis Band of Ozone 


We assume a uniform 
distribution of ozone _ be- 
tween the levels 20 km and 
35 km above the earth. Since 
this corresponds to 2.4 mm 
at STP we must multiply 
thicknesses by 

2.4mm 

15 km 

The  half-thickness, 1, 
through which the ray 
passes is gotten from the 
Pythagorean relationships 
for 0 SZ 3 20, 

t = [(40 — 2Z) Re + 400 — 
— 22h + [(70 — 2Z) Re — 
— Z% + 1225)"; 

for 20 SZ S35, 

t= [2 Re(35 — Z) + 1225 — 
— Z2)'h; 

and 0 for Z > 35. 

The attenuation once 
again is of the form e—4’, (2) 
where #,’ is the absorption 
coefficient of the CHAPPUIS 
band of ozone given by 
HuLpurt [15] and 2¢ is 
the thickness of ozone 
which the ray traverses. 

The attenuations for dif- 
ferent 4 and Z are plotted 
in Fig. 13. Fig. 14 contains 
the product of the two at- 
tenuations. Note that for 

Z > 50km, 
or wb’ < 16°20’ 
there is no attenuation 
observed. Since Z = 0 
corresponds to wp’ = 17°50’, 
attenuation occurs only in 
a rather small angular range 
and the effects considered 
in this section need not be 
accounted for in the tem- 
perature determination. 


= .16 mm/km. 
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Abstract. This paper deals with escape trajectories of spaceships, wherein extremely 
low accelerations are applied. Many revolutions around the central attracting body 
are required for completion of such low acceleration maneuvers. While low accelera- 
tion is shown to be less efficient than short-time high acceleration, the losses are 
not prohibitive and are balanced by certain advantages, that are discussed in some detail. 

Emphasis is on simplicity of numerical evaluation, without appreciable sacrifice 
of efficiency. The approach involves inversion of the formulation of the problem. 
The acceleration, due to propulsion, is determined from an assumed trajectory, to 
be adjusted by trial and error to preset specifications of this acceleration. The 
manageability of this approach is demonstrated and its merits and potentialities 
for practical navigation are underlined. The direction of further development is 
indicated. 


Zusammenfassung. Die vorliegende Arbeit behandelt Fluchtkurven fiir Raum- 
fahrzeuge, wenn 4uBerst geringe Beschleunigungen angewendet werden. Dabei werden 
fiir die Vervollstandigung der Fahrtmanéver viele Umfahrungen des anziehenden 
Zentralkérpers erforderlich. Es zeigt sich, daB geringe Beschleunigung weniger 
wirksam ist als eine kurze Zeit andauernde hohe Beschleunigung. Diese Verluste 
sind aber kein AusschlieBungsgrund und werden durch gewisse Vorteile aufgewogen, 
die in Einzelheiten dargelegt sind. 

Das Hauptgewicht ruht auf der numerischen Auswertung ohne nennenswertes 
Opfer an Wirtschaftlichkeit. Das Verfahren beruht auf Umkehrung der Problem- 
stellung. Die Antriebsbeschleunigung wird aus einer angenommenen Bahn bestimmt, 
die durch Versuchsrechnung solange modifiziert wird, bis sie die fiir die Beschleunigung 
gestellten Bedingungen erfiillt. Es wird gezeigt, daB sich dieser Weg praktisch be- 
schreiten 14Bt; dessen Vorteile und Moglichkeiten fiir die praktische Navigation 
werden unterstrichen. Die Abhandlung gibt die Richtung an, wonach die Methode 
weiter entwickelt werden kann. 


Résumé. Cet article étudie la possibilité de libérer un astronef d’un champ de 
gravitation en lui communiquant une accélération faible nécessitant alors plusieurs 
circuits autour du centre d’attraction. Cette manoeuvre est moins efficace qu’une 
accélération élevée et de courte durée. Cependant les pertes d’énergie ne sont pas 
prohibitives et sont compensées par certains avantages qui sont alors détaillés. 

L’accent est mis sur la simplicité de l’évaluation numérique sans_ sacrifice 
appréciable de l’efficacité. Dans ce but le probleme est abordé a rebours. L’accéléra- 
tion due a la propulsion est calculée a partir d’une trajectoire hypothétique qui est 
ensuite ajustée par tatonnements en vue de satisfaire aux conditions que cette accéléra- 
tion doit remplir. Les possibilités d’une telle méthode et ses avantages comme régle 
pratique de navigation sont soulignées. La direction dans laquelle la méthode doit 
étre développée est indiquée. 


1 Structures Engineer, Lockheed Aircraft Corp., Burbank, Calif., USA. 
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I. Introduction 


Spaceflight today means rocket propulsion and the familiar concept of rockets 
is one of noisy, powerful devices, exerting tremendous accelerations to sharp edged, 
missile shaped, vehicles. In contemporary technical publications it is generally 
realized that considerable advantages accrue from a clear distinction between those 
vehicles which partially have to be used inside an atmosphere and those serving 
communications outside any atmosphere. In shaping the latter ‘“‘outer-space-bound”’ 
vehicles we then can refrain from those aerodynamic and thermodynamic consid- 
erations that determine the typical aspect of present day rockets. Many projects 
reflect this concept. It is remarkable, however, that, while the absence of atmospheric 
effects is fully realized and taken advantage of, another basic feature has not so far 
received the emphasis, which it seems to deserve. Reference is made to the possibility 
of rigorously restricting maximum accelerations, once the vehicle is placed into an 
orbit, completely outside the atmosphere. 

One reason for this neglect may be the recognized fact that a considerably higher 
total impulse is required (especially on escape and reentry trajectories) if a low 
acceleration is stretched out over a long period of time, rather than applying a high 
acceleration over a short period. An adequate quantity to express the relative 
efficiencies of different trajectories is the required characteristic velocity. The 
characteristic velocity is defined as the total change in velocity, resulting from a 
considered program of operation of a rocket system, if it were performed in empty, 
non-gravitational space. As such it is a measure for the accomplishment of the 
propulsion device in the system. In fact, it is the time integral of the acceleration 
of the ship, due solely to the propulsion device. 

The ratio between the required characteristic velocities in the two cases of low and 
high acceleration, mentioned above, is of the order of 2 or 2.5, as will be shown later. 
However, what determines the economy of a flight plan is not the characteristic 
velocity as such, but rather its ratio to the exhaust velocity of the rocket. In other 
words, if a rocket were designed with an exhaust velocity two and a half times as 
high as thus far available, but inevitably involving extremely low accelerations, 
then the better exhaust velocity would outweigh completely the higher required 
characteristic velocity and the low acceleration rocket would be more economical 
in an absolute sense, as far aS mass ratio considerations are concerned. 

The assumption above is admittedly hypothetical. Proposals like OBERTH’s ion 
rocket [1] could not yet be substantiated experimentally. It seems, therefore, sound 
policy to base projects for spaceflight on available technical knowledge, rather then 
to speculate on still undeveloped better devices. It is to the merit of VON BRAUN [2 
to have proved that, potentially, spaceflight can be realized by means of propulsion 
available today. But the solving of the financial problem, involved with von BRAUN’s 
project, seems at least as speculative as the solving of the technical problem in 
OBERTH’s proposal. In other words: as long as better than present day rockets are 
not available, manned spaceflight, farther out than a short orbit around the earth, 
appears economically questionable. 

“Better” in this case means primarily offering a higher exhaust velocity. This 
must not necessarily imply low acceleration, but it may do so. However, low accel- 
eration has also some advantages by itself. 

First it permits considerably lighter structures. Stresses in a space vehicle, 
travelling outside the atmosphere, accrue from three sources only, viz. internal 
pressures, centrifugal forces and those inertia forces induced by the rocket thrust. 
Both internal pressures and centrifugal forces (accruing from deliberate rotation of 
living compartments in order to establish artificial gravity) mainly give rise to tension 
stresses. The inertia forces from rocket thrust however cause the more critical bending 
and compression loads. It is evident that a close approach to apparent weightlessness 
is of considerable advantage from the standpoint of strength. 

Another consideration lies in the physiological field. The effect of weightlessness 
on humans is still an extremely controversial problem. A viewpoint, voiced recently 
by H. HaBeEr [3], is however certainly remarkable. From tests on the effect of weight- 
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lessness, carried on in aircraft, HABER felt inclined to conclude that orientation becomes 
difficult only when absolute weightlessness is approached. A small acceleration however 
would suffice to do away with most of the adverse effects. 

Small accelerations in the physiological sense are supposed to be of the order of 
.05 g. Accelerations lower than .01 g are suspected to be imperceptible [4]. It seems, 
therefore, that rotating living compartments are a must in any kind of spaceship, 
since the well-being of the occupants cannot be made subject to the operation of the 
propulsion system. A continuous acceleration of .01 g or more could, at least most 
of the time, transform non-rotating compartments into agreeable living areas as well. 
This would, for instance, greatly facilitate celestial observations. Whether or not the 
ability of the human body to adjust itself to novel circumstances after prolonged expo- 
sure will sharpen his perceptivity to still lower accelerations is a question that will 
probably remain open for some time to come. 

The rotating compartments, also, would profit from a continuous low accele- 
ration. A short time, high acceleration would very much upset the furnishing of 
such rooms, since it would not only change the magnitude but also the direction of 
the resulting apparent gravity. This would only be true to an extremely small extent 
in the case of long period low acceleration, since variation of this acceleration would 
be so much smaller. 


II. General Approach 


Considering the advantages (and possibly inevitability) of low acceleration 
propulsion, it seems worthwhile to investigate the mechanics of its trajectories. 
The literature in this field is relatively small, as compared with the vast amount of 
studies dealing with high acceleration (impulsive) trajectory control. ForBEs [5], 
PRESTON-THOMAS [6] and TSIEN [7] are among those who have investigated some 
of the principal characteristics of low acceleration trajectories. In all these papers, 
however, rather unrealistic assumptions concerning magnitude or direction of the 
thrust were made in order to arrive at some kind of a numerical interpretation. 
A recent paper by LAWDEN [8] treats the subject more rigorously, especially with 
optimization in mind. It should be noticed however that his solution gains significance 
only after a considerable amount of numerical integration has been performed and 
results compared. 

The present paper is a further development of work [9] prepared by the author 
in 1952 and distributed in limited number to delegates of the Third International 
Congress on Astronautics in Stuttgart. It was written in German with an English 
summary, and a short abstract was published in the Congress Proceedings [10]. Some 
of the basic ideas underlying this approach are outlined below. 

It seems that closed form solutions of the problem under consideration are unlikely 
ever to be found, except for some simple but unrealistic assumptions. Therefore 
numerical integration would be the answer [8]. It is straightforward but costly, 
time consuming and inherently inaccurate. 

With respect to this procedure another consideration is worth mentioning. Suppose 
we are in a spaceship, heading for Mars, for example. An optimal trajectory for this 
trip has been calculated in advance on electronic equipment, including programming 
of the magnitude and the direction of the thrust to be applied at every moment of 
the flight. Are we able to follow this program exactly ? 

It should be kept in mind that the accuracy, with which the propulsion can be 
controlled, is likely to be a ‘technical’, rather than an “‘astronomical’’ one. In 
addition, the propulsion device, in contrast to the law of gravity, is apt to fail. If 
anything unforseen happens we will probably have to reprogram the whole trip, 
for in most cases it will be impossible to resume the old trajectory at the proper time, 
once we have been thrown off the track by technical failures of any kind. This 
reprogramming must be performed on board the ship, in a limited period of time. 
Are we certain that we can and want to carry with us the equipment and manpower 
required for doing this job? And do we want to rely on this delicate equipment, 
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the failure of which could be another cause of getting lost in the infinity of space, 
if no other means of programming were available ? 

The above considerations justify the pursuit of alternate solutions. Actually, 
closed form solutions for the trajectory of a space vehicle under extended low thrust 
ave available and can be handled numerically, almost with the slide rule and readily 
with a desk calculator. These solutions, however, have one disadvantage: they are 
not straightforward. The principle is, rather than to compute the trajectory from known 
thrust components, to compute the thrust components from the known trajectory. 
This problem is extremely simple but is only significant, if the resulting thrust is, 
at all times, obtainable and economically justifiable. This in general requires a “‘trial 
and error’ procedure. By research in this field a considerable amount of ‘“‘know 
how” can be accumulated, such that realistic estimates of trajectories than can be 
made readily without risking objectionable departure from optimal conditions. 

An important advantage of this approach is also that perturbations by other 
celestial bodies are taken care of more easily. Since the locations in space, in function 
of time, are fixed accurately from the outset, accelerations due to perturbations are 
also known quantities and can be compensated for by corresponding corrections of the 
thrust vector. Admittedly realization of this concept can meet with difficulties under 
unfavorable conditions. However, as a rule it permits us to disregard perturbations 
to begin with, without sacrificing any accuracy in the fimal navigational program and 
without sacrificing appreciably the efficiency. Clearly, transition from one central 
gravitational field to the other, for instance from that of the Earth to that of the Sun, 
must be established at appropriate points. Further considerations on this subject 
will be dealt with in a consecutive paper. 

As far as optimal conditions are concerned it should be noted that, as in other 
technical fields, the exact formulation and solution of absolute optima is generally 
not very important for practical application. Actual navigation will have to com- 
promise, first between elapsed time and fuel consumption. Further factors may 
enter the problem. What is wanted is generally the amount of penalty, associated 
with any departure from optimal conditions, rather than the exact determination 
of these conditions proper. 

In this paper efficiency and optimization are always understood to refer to fuel 
consumption, for which the characteristic velocity is an adequate yardstick. Specific 
solutions aim at the best efficiency, obtainable by relatively simple means, and at 
an estimate of how much this efficiency lags behind the absolute optimum rather 
than at absolute optimization. 


III. General Solution 


We now consider the two-dimensional problem of movement of a body within 
a fixed plane through an attracting central body and effected in addition by 
rocket thrust in the same plane. The basic equations of movement are: 


a= Vit Ur Ww | 


(1) 


ar = 0, —tr w+ = 
72 


In these equations, the subscripts ¢ and 7 stand for ‘‘tangential’’ and “‘radial”’ 
respectively. The velocity is designated by v, and a is the‘acceleration, which 
the rocket thrust would exert on the vehicle, in absence of any other forces: 


_ ¢ {dm (2) 
om \ dt ‘i 
where c is the exhaust-velocity of the rocket, m the mass of the ship and ¢ the time. 


In Eqs. (1) the terms with w (the angular velocity) result from well-known 
transformation formulae, whereas K/r? represents gravity. Obviously 7 is the 
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distance of the moving ship from the central attracting body with mass M, 
whereas K is the product of the gravitational constant / and the mass M. 
Since, by definition: 


(3) 


(4) 


Eqs. (1) can be rewritten, replacing the time derivatives by derivatives with 
respect to 7: 


(5) 


By putting a; = a, = 0 and v, = 0, i.e. assuming a circular orbit without rocket 
action, Eqs. (5) yield 
K 


v2 = —. 


y 
This tangential velocity is known as the local circular velocity v: 
fa 
af Gewe 6 
v= |/5 (6) 


and seems to be an adequate unit for expressing actual velocities in non-dimen- 
sional form. 
Defining 
v= Bic (7) 
and remembering that from Eq. (6) 
dv; Ue 


_ . 
Eqs. (5) can be rewritten, introducing again Eq. (6): 
K 
a= = e A) By boas 


dy 2r y 


(8) 


AP—1|% 


Y Y 


The accelerations can be made non-dimensional by expressing them in terms 
of a nominal acceleration a), which might be the maximum acceleration by rocket 
thrust alone, or a ‘‘cruising’’-acceleration, or any other nominal value, associated 
with the possible rocket-output. Again defining 


(9) 
Eqs. (8) develop into: 





The Case for the Low Acceleration Spaceship 135 


Now, (K/a ) being a constant, a new variable can be introduced, to replace r: 
(11) 


yielding, from Eqs. (10): 
(12) 


Eqs. (12) now can be used, as outlined before, to find adequate trajectories. 
The procedure is: assume functions for 4; and , in terms of y, and compute 
the associated functions for « and «, from Eqs. (12). Then check whether or not 
the functions for % and a are acceptable solutions. For instance, in the case of 
an escape from a circular orbit into infinity the requirement could be that, at any 
time, the angle between the resulting « and the resulting # be small, so that the 
rocket thrust be essentially tangential to the trajectory. In addition to that 
the magnitude of « should be of the order of unity and vary only slightly. 

This might be the proper place to note that the first mentioned requirement 
is actually not strictly optimal. The condition for minimum characteristic velocity 
is roughly that the direction of the rocket thrust be about midway between the 
tangent to the trajectory and the normal to the radius vector, at least in the 
earlier stages of the maneuver. The basic principles, underlying this statement, 
have been shown extensively in Ref. [9] and also in Ref. [10]. They were again 
stated in Ref. [8]. In an appendix some new views with respect to this ‘“‘throw- 
off’ are presented. It should, however, be noted that apparently the difference 
between the characteristic velocities in the case of optimal programming on one 
side and in the case of tangential programming on the other, is relatively small 
(probably of the order of 1%). 

A relatively obvious solution of Eqs. (12) is: 

(13) 
yielding 
ou = 1 oe = 69. (14) 
Clearly this solution has two weak features: First, calling (G,/6:) the “‘slope’’ 
of the velocity vector and (a/a:) the “‘slope’’ of the thrust vector, it is seen that 
the ratio between the slopes of thrust and velocity vectors equals 3 consistently, 
in stead of being about }, as required for minimum fuel consumption. And 
further, the resulting thrust « = (1 + 367)? increases gradually from unity 
to )10 = 3.16... for 6 = |/2 = escape velocity. 

For extremely small values of y the “slope ratio’, mentioned above, can be 

made to equal 4 by assuming 
B= 1+ 2.59?. (15) 

Eqs. (12) then yield, again with £, = 29: 

a = 1+ 22.59? | 
a =p — 6.2593 J 
Now, with increasing values of y, the “‘slope ratio’ soon decreases considerably 


below $ and in addition « = (%? + a,*)? still increases in excess of unity. The 
last mentioned objection can be taken care of by introducing: 


By = 2 (1 — 2392) (17) 


(16) 
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in which case we find for a,: 
ow wy — 650.25g3 + .... (18) 
Apparently, solving Eqs. (12) by the method of gradually determining unknown 
coefficients in power series, leads to extreme divergence under the required 
conditions. That is why it was stated before that Eqs. (12) will be solved by 
estimating functions for 4; and f, in terms of g, so that, only approximately: 
hr Br ii ee A 
Xt Br By opt (19) 
a= lotto? x1 | 
where [(a% 6:)/(a Br) lope has to be determined by the method shown in the 
appendix. 

From the foregoing it is clear, however, that Eqs. (13) are adequate assump- 
tions for extremely low values of m and that 4; and #, will gradually depart 
from 1 and 29 respectively with increasing g. 

Eqs. (12) virtually relate rocket thrust vector, velocity vector and radius 
magnitude. They do not yet include the direction of the radius vector and the 
time. Prior to presenting specific solutions of Eqs. (12), satisfying Eqs. (19), 
expressions for the time and for the direction of the radius vector will now be 
derived. 

The time is readily found from Eq. (4), rewritten: 
dr 


oe Ur 


t= (20) 


With Eqs. (6) and (7) we then ag 
[ d(r)* 
7 ~ 2 iE. b, Vr 
4 


Ia_\3/4 le 
“: (K/a) dy 1]/K dy (21) 





and using Eq. (11) 
2K j Bot 2) a3 Brgut 

From Eqs. (13) through (18) the impression was gained that /; is of the order of 

2g. This suggests a new symbol y,, defined by 


ince. (22) 
Yr 





Using this notation Eq. (21) reads 
4 


11/K 
a / —5/4 6 
‘ ry 4 | a? [os ial - 


where y, is a function of g, to be determined by trial and error. 
An interesting further development of Eq. (23) can be found by introducing 
the circular velocity vu, using Eqs. (6) and (11) 


(24) 


(25) 
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Combining Eqs. (25) and (23), we have: 


Agt a [> ave. (26) 


While Eq. (26) is certainly not adequate for numerical evaluation, it permits 
a first estimate of the required time and the characteristic velocity for a specific 
maneuver. Apparently the latter is of the order of the difference between the 
circular velocities at the start and end of the trajectory under considera- 
tion. Since y, is generally greater than unity, as will be shown later, this estimate 
is low. 

The consecutive directions 0 of the radius vector are found by definition from 


a= [ou (27) 


From Eqs. (3) and (4) we have 


hence, using Eqs. (7) and (11 


o- | #(¢)- rf (#) 


Finally, again introducing the notation (22) 


0 =— ye — dy 


where 4; and y are functions of 9. 
Again Eq. (29) can be written in a different form 


1 1 
o=— 7 ana(t), 


From Eq. (11) it is seen that 


where (K/r?), according to Eq. (1), is the local acceleration of gravity. Hence, 
in a first approximation neglecting /;y,, a full revolution is accomplished 
(4 O = 22), if (1/y) decreases with an amount of 82 ~ 25.13. In other words, 
the number of revolutions to be accomplished for a specific maneuver equals 
roughly 1/25 of the difference in accelerations of gravity at the start and 
end of the maneuver, the ‘‘nominal” acceleration of the rocket propulsion being 
used as a unit of acceleration. Again this statement yields a slightly low result, 
due to #: , being generally greater than unity. 

As an example of application of Eqs. (26) and (30), suppose we want to 
escape from the gravitational field of the earth, starting from, a circular orbit at 
1000 km altitude, where ve = v,, 9 = 7350 m/sec. Let the nominal acceleration of 
the rocket be ay) = 1 cm/sec? (® 1/1000 g). Assuming that at the end of the 
maneuver vc,e 0, the required time is 1,9 /a@j = 7.35 x 10° sec = 8.51 days. 
The acceleration of gravity in the starting orbit is 732 cm/sec?. The number of 
required revolutions is therefore about (732/1) : (25.13) = 29.1. The values, 
determined here, will later be checked with more accurate ones. 

Since here actual values (in contrast to non-dimensional values) have been 
mentioned, it might be the proper place to consider the choice of adequate units. 
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Length and time are the basic dimensions, the units of which can be freely selected. 
We might then select those such that both K and 4a) are unity in a specific case. 
K is exclusively dependent upon the mass of the body that is circumnavigated, 
whereas 4, is solely determined by the specification of the rocketship. 

With 

K = 1 and a=1 (31) 

Eq. (1) indicates that the unit of length, then, is the distance 7, at which the 
acceleration (K/r*) of gravity equals the ‘nominal’ acceleration a, =@ 
(= unit-acceleration) of the spaceship. 

Once the units a of acceleration and 7 of length are fixed, the units ¢ of time 
and v of velocity follow straightforward. 


(32) 


Using these units makes K and a, vanish, whereever they occur as factors, 
e.g. in Eq. (9): a=a, in Eq. (11): r = /@ and in Eq. (24): u. =r? =g-", 
Therefore, also in Eq. (7): v = B ve = B p~"* and in Eq. (23): t = (1/4) [ yrp->/* do. 

In Table 1 some units, pertaining to the Earth, the Sun, the Moon and Mars, 
are listed for quick orientation. In all cases @ = 1 cm/sec? was assumed. 

For other values of @, the pertinent units are readily determined, considering 
that, from Eq. (1) 

7 is proportional to a—? 

and hence, from Egs. (32) 
t is proportional to @~-%/# 
v is proportional to @+/4, 


Table 7. Units for a = lcmlsec? 





Y 


Radii of 
Central 
Body 


Astr. 


Units km hours | days 





31.302 .001 3355 | 199,660 | 1413.0 | 39.250 | 1.6354 
165.465  .769 82 115,090,000 33 925 | 942.36 39.265 
12.739 | .000 1480 | 22,123 | 470.35 | 13.065 .5444 
19.313 | .000 4379 | 65,469 | 809.13 | 22.476 | .9365 


IV. Some Specific Solutions 


Going back to Egs. (12) and introducing the notation (22), the basic equations 
can be written 
wy = tt 4 9(Gb:/dg) 
id (33) 
29 By —4p (dy ldg)) bP -1 
v8 ¢ 








a= 
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The introduction of y, instead of 6, leads to a somewhat less simple form of 
the basic equations, especially as a result of y, appearing in the denominator 
of Eq. (22). The advantage, however, is that it considerably simplifies the 
integrations in Eqs. (23) and (29). 

It was found that polynomial functions in m for #; and y, generally yield 
remarkably satisfactory results. Putting 


b= T,+ Typ +T2¢?+ T39¢° +... = 


y= Ro+ Rip + Rog? + Ry? +... 





Eqs. (33) yield: 


T,+57,9+9T,9?+... 
= — 
Ro + Rip+ Reg? + . 





ga VE — M9 —5 Roy? .- +) 
(Ro + Rip t+ Rig? + ...)§ 
29 >” (3—4n) Rag” 
n=0 


io 0) mh 
Pd Raa" | 





or, with 


e/ 
n 


= (1+4n) Trg” 


io 9) 


Pal (3 — 4n) Rig” 
n=0 





Eqs. (35) are rewritten: 
.. 
Yr 
The following expressions for #; and y,, found by trial and error, yield 
satisfactory results within the limits specified: 
B —e + 2.5? ied 9g 


B: = .9929 + .231pm + .Olg? — .1y3 
yy = 9925 + 1.149 + 459? — 93 


ote (37) 


for 0<9<.l 


for logs d 
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Naturally, it is required that at the transition point (yg = .1) both #; and y, 
are continuous between the two ranges. Actually we find, from both expressions 


oct 
db: = 14 22.59? — 1173 


Yrm~=.1) >= 1.110 
ered for = 0<¢<.l | 


db: = .9929 + 1.155y + 09g? — 1.3q° | 

6r = 2.9775 — 1.14g — 2.25? + 9y3 | 

Contrary to #; and y, the 6-values must not necessarily be continuous. 

Discontinuity only indicates a discontinuous change in the thrust vector, 

represented by «. This is not a physical impossibility, like a sudden change in 

the velocity 6 y—'/4 would be. Nevertheless the solution presented above is selected 
as to be also continuous in 6 and hence more realistic. 






(39) 





From Eqs. (36) we have 


(40) 
for 1l<g <.5. 





Or (= .1|) = 1.108 
b.. 1-288 (41) Vol. 
Application of Eq. (23) then yields fe 
1 zs 
t= > [io + 21g? — 10093) p-5/4dp = — (1 —3y?+ 9.0909. . . g) p— "4 
for 0<qg<.l - (42) 
t = — (.9925 — 38 — .064 2857 ...p? + .090 909 ... 3) p— Nt + 
— .044 711025... for lags 5 
The addition of a constant in the second expression results from the require- 
ment of a single value for ¢ for g = .1. 
Eq. (29) yields: 
1 
0 = ra [ + 23.5g? — 109q3 + 52.594 — 489¢° + 90098) p-* dp = 
= — .25p-1+4+ 5.875 — 13.625¢? + 4.3753 — 27.4375y4 + 
+ 459° for 0<qg<.l (43) 
O = — .246 363 312 5q—! + .340 293 375 Ing + .1800175@ — .1221g? + 
— .028 375 — .003 437 5g* + .005q* + 1.183 766 746 27 
for 1<y <b 





the constant in the second expression again resulting from the requirement of 
continuity at m = .1. 

Table 2 shows a numerical evaluation of the presented expressions for 
B,a,7,t and @. Included also are values for (a, f:)/(% £,), to be compared with 
the values of [(a, :)/(a Br) lop, as computed from Eqs. (A 19) and (A 20) and 
using final differences as indicated in the Appendix. In addition, actual velocities 
v = Bu [Eq. (7)] are shown. An inspection of Table 2 shows that « varies well 
within + 1% of its nominal value (unity). The differences between the actual 
and the optimal values of (a, 6:)/(a 6) seem to be more serious. They were 
found, however, to correspond to angles between the actual and the optimal 
thrust directions of 1.39 at most and hence to losses in the efficiency of the 
program in the order of 1/100 of a percent as compared with the absolute optimum. 
A further discussion of the results follows in the next paragraphs. 
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Table 2. Data of Escape Trajectory 








.0200 | 1.0004 0001 0112 1.0002 
.0397 1.0017 .0005 .0231 1.0007 
.0779 1.0064 .0013 .0418 1.0021 
.1139 0135 .0016 .0526 1.0030 
.1477 .0221 .0008 .0647 1.0029 
.1802 0319 .9982 .0942 1.0026 
.2564 .0589 9945 .1507 1.0058 
.0251 0884 9891 .1919 1.0076 
.3876 1190 .9821 .2195 1.0064 
.4451 1500 .9736 .2407 1.0029 
.4987 181] .9634 .2622 .9985 
5493 2121 9517 .2901 .9949 
.5978 2430 .9382 .3293 .9943 
.6452 2739 .9228 .3846 .9998 
7512 3459 .9008 .4498 .0069 
.8872 .4436 .8628 .5205 .0077 
1.0655 .5784 8082 .5969 .0048 
1.3069 7699 .7366 .6773 .0007 
1.6478 0541 .6477 .7581 .9972 
2.1605 5025 5422 .8346 .9952 
3.0127 3.2824 .4213 .9014 .9950 
4.7053 4.894] .2876 9538 .9962 
9.7387 9.8379 .1453 .9878 .9984 


ame 3: 
@ Oy Be tr 1 
Ol; By By opt 


ll cel ce a ee ee 


9 
8 
oh 
6 
5 
4 
3 
2 
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< 
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1637 
6637 
2505 
0477 
9219 


1000 | —3.1614 | —24.9426 5634 5003 
1414 | —2.6562 | —12.3880 5822 5013 
2000 | —2.2266 _ 6.0366 5378 5041 
2449 = —2.0027 — 3.8626 4646 5070 
2828 | —1.8530 — 2.7409 4424 5139 
3162 | —1.7411 _ 2.0467 5322 pean } 
3873 | —1.5461 — 1.0801 6074 5439 
4472 | —1.4124 — .5648 6201 5588 
5000 | —1.3103 2365 6054 5712 
5477 | —1.2272 — 0049 5889 5852 
5916 | —1.1570 1694 5844 6059 
6325 | —1.0960 3067 5996 | 6369 
6708 | —1.0419 4+ (4182 6399 6774 
.7193 


m bo bo bo Ww 


_ 


.8349 
.7016 


6275 
.5825 
5539 
5356 
.5241 
5176 
.5149 


-7857 | .8961 .6787 .7424 .7022 1.5185 
8839 | .7864 + .8415 .7744 .7374 1.5355 
1.0102 | .6603 | + .9998 .8071 .7760 1.5704 
i 
I. 


7071 | — .9935 | .5110 .7095 6722 


1.1785 | — 5115 | +1.1539 .8398 18177 6304 
1.4142 | — 3294 | +1.3044 8711 .8516 7273 
1.7678 0945 | +1.4518)  .8997 .8969 1.8822 
2.3570 2340 | +1.5969/ 9253 9416 2.1380 
3.5355 | + .7619 +1.7404) — .9490 .9652 2.6028 
7.0711 | +1.90865 +1.8834/ .9730 | .9877 | 3.6996 


mi whRarniub.ld 
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It would have been increasingly difficult to devise further expressions for 
$; and y, as functions of g, to be used for gy > .5, and to be valid over a range of 
reasonable extent. A more adequate approach is the replacement of m by a new 
variable y, related to m by 

1 


YS (44) 


and hence decreasing with increasing 7. 
Since then 


Eqs. (12) can be rewritten 


In addition we define, analogous to Eq. (22): 
1 
br = 
Wer 
yielding 
y [Br — 2 y(dpi/dy)| 


Er 





— 





, + 2wlde-|idy , 


hr = 
e,* 


Equivalent expressions for Eqs. (11), (24), (23) and (29) are 
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(55) 


Inspection of these expressions in y instead of reveals first [Eq. (49)] that y 
approaches zero for 7 going to infinity. For y—0 we find £: +7 , ¢: > To, 
é& > Ry and ¢, > Ry and 


Or (y= 0) R,? 


Since « = (a? + a?) must always be about unity, it follows 
Ry =1. 
Finally we have, with Eq. (47) and the first Eq. (55) 
ar Br per Or Br re. 


at By Xt iia Cr 
and this expression is clearly found to approach unity for y +0 as required 
(see Appendix), independent of the value of TJ). This indicates that 7), in contrast 
to Ry, may very well be unequal to unity. 

The expressions for #; and ¢, naturally must be continuous with / and y, 
from Eqs. (38) for g =.5. This transition point my = .5 hence y = 1, is especially 
convenient, since there 2gy = 1 also, so that Eqs. (37) and (55) are identical at 
this point, if 6 is replaced by ¢ and y by e&. Again, the functions for 4; and ¢, 
were selected in such a way that also ¢; and ¢,, for y = 1, were continuous with 
6; and 6, for g = .5. 

The following expressions proved quite satisfactory 


A = 1.4444 — .526y4+ .18y? | 
é = 14+ .22y+ .50y?— .17y3 |’ 
hence, from Eqs. (54) 
Cr = 1.4444 + 526 y — .54y? 
C= 1+ .66y + 2.50 y? — 1.19 y3 
For y = 1 we find: 


Bty =1) = 1.0984 | 
Er(y=1) = 1.55 


Ciy—1) = 1.4304 | 

Creat) = 2.97 
completely in agreement with the values of 4, yr, d: and 6, from Eqs. (38) and 
(40) for p = .5. 
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Expressions for 7, t and © from Eqs. (49) thru (52) and using Eq. (59) are 
1 


Vie ae (62) 


yl 


soy + sty) — 1.763 26459 (63) 


2 


where 


(50, ref.) 
and finally 
O = — f (1.4444 — 526 y + 18 p2) (1 + .22y 4+ .50y? — 17 y3) dy = 
= — 1.4444y + .104.116 y? — .262 16 y? + .117 237 y# + (64) 
— .035 884 y® + .0051 y® + 2.027 036. 


Table 2 shows the evaluation, also of this part of the trajectory. It can be 
seen that the solution in terms of y is of comparable quality as the part, expressed 
in terms of g, that is, within + 1% as far as the magnitude of the thrust is 
concerned and within 1/100 of a percent with respect to optimal efficiency. 

Inspection of Table 2 reveals some further items that are worth mentioning. 

Escape-velocity is reached for # = /2 (escape-velocity equals //2 times 
circular velocity). Apparently this condition is reached at r = .8551, ¢ = — .8173 
and 0 = + .7981. This result is significant if projected against the approxima- 
tion, shown before under ‘“‘General Solution’. It was shown there that, with 
a nominal acceleration of a) = 1 cm/sec? (& .001 g), it would take 8.51 days 
to escape, starting from an orbit where uv, = 7350 m/sec, and it was suggested 
that this estimate was low. From Table 2 it becomes clear that actually the 
estimate was high, due to the assumption v- = 0 for the end of the maneuver. 
Apparently the time to escape velocity is .8173 x 1.6354 = 1.34 days shorter 
than calculated before, hence 7.17 days. After the full 8.51 days (¢=0 in 
Table 2) the velocity has increased considerably in excess of escape velocity. 
No characteristic conditions stand out in this range. It can be stated, however, 
that the expression v,9/a, as used before, constitutes a rather usable rough 
approximation for the time required for what practically could be labeled 
“escape”, including some overspeed. 

The number of required revolutions, as computed earlier, turns out to 
be low indeed. According to Table 2 the angle O passes the zero value already 
before escape velocity is reached. Here the important item is, however, the 
direction in which the final escape will take place. 

In contrast to ¢, approaching infinity for r + © (y +0), O never exceeds 
a finite positive value, namely the integration constant 2.027 of Eq. (64). 
This value indicates the escape direction. Hence the number of revolutions, 
computed before (29.1), should be increased by about 1/3 of a revolution. 

No attempt has been made to generalize the results obtained, in a more 
accurate way. The reason for this is that the solution presented is by no 
means specifically optimal. Its efficiency is probably about 99.99%, but 
it is just a member of a big family of solutions, all of them almost optimal 
but differing appreciably in other characteristics. So, for instance, due to the 
fluctuations in a, the time at which escape velocity is reached is suspected to 
differ up to .01 in various solutions. And the escape direction might even vary 
several degrees, depending upon the exact programming of both magnitude and 
direction of thrust, all within the same limits of efficiency. 
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One relation, however, can be expected to be rather invariant for the different 
solutions, namely the one expressing the efficiency. In other words the relation 
between the characteristic velocity f«dt and the energy level E is likely to 
be almost invariant for all almost optimal solutions. 


V. The Required Characteristic Velocity 


The energy level E has been defined in the appendix and is shown to be 
ae 
E= 5 v na (A 10, ref.) 
Using Eqs. (6) and (7), Eq. (A 10) can be rewritten 
2E = (£* — 2) v.24 = V2 (65) 
where V is the end velocity in infinity, associated with any instantaneous condi- 
tion, if no thrust is applied from then on. From Eqs. (50) and (65) we find: 
V2 = (62 — 2)p 2. (66) 
Values of V? are readily computed from the data presented in Table 2. 

The other parameter, the characteristic velocity fadt, is not easily 
determined with accuracy, due to the intricate form in which « appears. A 
numerical integration was therefore performed of the difference between the 
actual « and unity, extending through the whole range 0 <q < andl >y>0. 

The results are shown in Table 3, only for the range 1 > y > 0, since this 
is the range where the relation between energy level and characteristic velocity 
is of major importance. 

An effort was made to approximate the relation between V? and f « dt 
by a simple analytic expression, since it was felt that this relation is generally 
valid for almost optimal solutions. The following expression proved quite sat- 
isfactory: 

ig ee 
| adi ~ | rt bars 

Eq. (67) is also evaluated in Table 3. The deviation of Eq. (67), in the range 
of real values of V, is shown to be less than .005 and errors of this magnitude 
seem possible anyway in the numerical evaluation of the relation between |? 
and fadt, due to the inaccuracy in the integration and fluctuations in the 
thrust direction. However, Eq. (67) seems to permit the determination of the 
required characteristic velocity for an escape maneuver from the earth’s gravita- 
tional field with an accuracy of about + 10 m/sec. 


— 1.7676. (67) 


Table 3. Relations between Energy Level and Characteristic Velocity 





ye fadt a dt (Eq. (67)] A(f a dt) 


2) 





5336 9890 | 

2398 8913 — .8814 + .0099 

0950 | .7808 — .7828 .0020 
+ .4863 6539 - .6580 0041 
+ .9611 | 5047 5065 0018 
+1.5693 | 3228 3213 0015 
+2.4113 0888 .0849 - .0039 
-+3:7485 + 2381 | (2424 .0043 
+ 6.2090 .7636 | .7660 | 0024 
+ 13.4046 +1.9071 + 1.9060 | 0011 
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So far only the upper limit of f «dt, pertaining to the end of a considered 
escape maneuver, was considered. Introducing the lower limit meets with some 
special difficulties. Assuming that the escape maneuver starts from a circular 
orbit, where £, = 0, it is noted that the solution, presented in the previous 
paragraph, does not include any point where ~,=0. Moreover, the basic 
approach, using polynomial expressions for 4; and y, [Eqs. (34)], does not permit 
the defining of trajectories involving vanishing or reversals of £,. Expressions 
for 6, however, including functions like (g — ga)!/* (where ga corresponds to the 
distance 7 where £, = 0) can yield workable solutions for such cases. 

In Refs. [9] and [10] solutions of this kind have been dealt with. Further 
investigation is in progress. Meanwhile, the following qualitative approach 
yields some indications on the relation between characteristic velocity and 
energy level. 

First consider the case of free coasting around an attracting body. It is well 
known from KEPLER’s Laws that the orbit is generally an ellipse and char- 
acterized by a regular fluctuation of the tangential and radial components of 
the velocity vector and of the length of the radius vector, with a period equaling 
one revolution. The circular orbit is the special case, where these fluctuations 
vanish. 

The escape trajectory is distinct from the before-mentioned (closed) orbit 
in as much as the gradual supply of energy by the rocket thrust monotonously 
increases the energy level of the instantaneous orbit. But since zero-thrust 
generally gives rise to fluctuating location and velocity characteristics, it seems 
reasonable to expect that the gradual supply of energy will generally result in 
fluctuating changes in these characteristics as well. The case dealt with in the pre- 
ceeding paragraph and showing no such fluctuations, is therefore to be considered 
as a special case, comparable to the circular orbit for zero-thrust. 

Preliminary investigation indicates that such fluctuating trajectories may be 
defined by introducing terms involving trigonometric functions of (C/g) in the 
expressions for £, at least as long as the fluctuations are small. As in the zero- 
thrust case, the period seems to be of the order of one revolution (hence variable 
in terms of time). 

The trajectory shown in the previous paragraph merges backwards into 
an ellipse, rather than into a circle, due to the fact that £, is nowhere zero. 
Inversely an escape trajectory, to merge at any place into a circle, must 
necessarily be of the fluctuating type. The specific values of the velocity-vector 
and of the radius-vector at any moment may be considerably different from those 
computed before. However, the characteristic velocity increment over a long 
period of time will be a much more invariant function of the corresponding energy 
increment and hence can be calculated with satisfactory accuracy from the data, 
obtainable from the non-fluctuating solution. 

The reason for this assumption follows. Since, with constant thrust, the energy 
level appears as the time integral of the (effective) velocity [Eq. (A 12)], the 
fluctuations in the energy will be considerably smaller than those in the velocity. 
Hence, it can be expected that, especially ‘‘in the long run’”’ (i.e. if the trajectory 
covers considerably more than one revolution) the relation between the char- 
acteristic velocity (time integral of the thrust) and the energy level (time integral 
of the velocity) will be only slightly effected by these fluctuations. 

It may be noted that the fluctuating trajectory is not the only possible escape 
trajectory, starting from a circular orbit. Another solution lies in the establishing 
of a transition between the circular orbit and the non-fluctuating trajectory in 
a limited period of time. This transition must depart from either or both of the 
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requirements of Eqs. (19). It therefore always involves a loss in time, though not 
necessarily in efficiency. It is felt that the analytically more intricate fluctuating 
trajectory is more appropriate for escape-maneuvers, where inaccuracy of predic- 
tion is readily corrected by astronomical observation. On reentry-maneuvers, 
however, where accurate heading for a specific target (for instance a space 
station) will frequently be of major importance, the simplicity of the non- 
fluctuating and transition trajectories may easily outweigh the little additional 
time expenditure. Some transition trajectories will be dealt with in a subsequent 
paper. 

Investigation in progress has indicated thus far that for values of ay, smaller 
than about .05 times the acceleration, of gravity in the starting circular orbit, 
Eq. (26) with y,= 1 yields satisfactorily accurate results: 


[eae - | due = —%- (68) 


This Eq. (68) actually determines the lower boundary value of fa dt and 
must be considered in connection with the upper boundary value of Eq. (67). The 
result is a total required characteristic velocity increment v;, determined by 





ee 5 V2 
Vi = Ue + | vy? + = — 1.7676 (69) 


¢ 
ame 


where V, the required end-velocity in infinity, can have any real value, while v, 
the initial circular velocity, should be at least somewhat over 2, in accordance 
with the limitations on a), mentioned just before. Under these conditions Eq. (69) 
is believed to be accurate within + .O1, i.e. well within + 1% or better. 


VI. Comparison with High Acceleration Trajectories 


It is of interest to compare the result, expressed in Eq. (69), with the char- 
acteristic velocity required when the total energy is supplied instantaneously 
at the beginning of the maneuver, involving naturally a very high acceleration. 
From Eq. (65), and considering that after that first impulse the energy level 
does not change any more, it is clear that such a maneuver involves the increase 
of the original velocity uv. to a value vp, defined by 

vp? — 20,2 = V2, 
hence 
vy = \20a 4 VE, 

The required characteristic velocity increment equals in this case the actual 
velocity increment (since the gravity does not effect the energy level during the 
short heavy impulse). Hence, 

vi* = /2 Uc + V2 — Ue (70) 
where v;* is the characteristic velocity increment for the instantaneous heavy 


impulse. 
An approximate comparison of Eqs. (69) and (70) can be established by 


rewriting first Eq. (69) in a simpler form 
v=u+V—A (71) 
where A is a variable almost exclusively dependent on V. A numerical check 


shows that A ~ 1.76 and does not change much for high values of V. For V < 4 
it gradually decreases, reaching 1.70 for V = 2 and .81 for V = 0. 
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Denoting by R the ratio of the characteristic velocity increments involved, 
we find, using Eqs. (70) and (71): 





Seed ea (74) 


The limit case of infinitely low acceleration involves ve — 0. This is true 
because v- is expressed in the unit velocity v, which is the circular velocity at 
the distance 7, where gravity acceleration equals rocket acceleration ay = @. 
For a +0 we therefore have 7 > © and v > 0. 

In this limit case A/ve +0 and Eq. (74) becomes 


1+B 
R= VS (75) 
| 2+ B2 — 1 
Simple procedures show that, from Eq. (75) 
Rmax = 3 for B= 5. (76) 


Clearly Rmax is smaller than 3 for any value of ue > 0 i.e. a > 0. 

Numerical evaluation of Eq. (74) for reasonable values of B and vw, for 
instance, corresponding to ay/gy > .0001 (a)> .07 cm/sec?) shows that R generally 
does not surpass the value of 2.7. Taking into account that, on the other hand, 
an instantaneous acceleration is never really instantaneous, it might be stated 
that the penalty involved in extremely low acceleration propulsion, as compared 
with high acceleration, is of the order of a factor 2.5 or less, as far as char- 
acteristic velocity is concerned. This statement seems to be rather general and 
not to be confined to specific maneuvers (except of course maneuvers starting 
or ending at surfaces of heavy celestial bodies, excluded at the outset in the 
present investigation). 


VII. Final Remarks 


The last two paragraphs contained an elaboration on a set of specific solutions 
of the general equations, presented before. Some of the conclusions had to be 
formulated in rather vague terms, since the characteristics of a single trajectory 
cannot give all the answers pertinent to the escape maneuver at low acceleration. 
Further investigation in this field must involve the introduction of other kinds 
of functions for #; and f;, as indicated in connection with the merging into a 
circular orbit. In addition, however, various specific solutions must be tried out 
numerically in order to check their adequacy (economy in fuel and time). This 
further development constitutes a rather elaborate enterprise. It certainly can 
be done, even with a desk-calculator, as it has been done for the present specific 
solution. 

A more attractive way of continuing the research along the indicated line is 
by the use of high speed computing equipment. Once the set of operations 
involved is programmed, the computations of individual cases (complete sets of 
Tables 2 and 3) might be a matter of minutes or even seconds. In this way 
considerable experience on the effect of changing coefficients in the expressions 





Vol. 
3 
1957 





The Case for the Low Acceleration Spaceship 149 


for #; and £, can be accumulated in an extremely short time and probably at 
relatively low cost. This research could lead to a systematic catalogue of signif- 
icant solutions for different purposes. While just one optimal solution exists, 
a great number of alternate trajectories, especially those merging into the optimal 
solution over a longer or shorter interval of time, either backward or forward, 
should be collected. 

With such a catalogue in existence it would be possible to find good 
approximations of satisfactory solutions for any maneuver, determined by the 
observed position at zero time and the target position at target time, just by 
interpolation between computed solutions. Naturally this interpolation would 
be a multi-dimensional one and the final solutions to be adopted would have to 
be checked and corrected until satisfactory. 

In this case, however, the checking procedure would involve only the two 
boundary conditions and only the expressions for f,, £:, O and ¢t. Once these 
conditions are satisfied and the final expressions for £, and /; fall within the 
range, shown in the catalogue, the feasibility and the economy of the solution 
are guaranteed. From then on consecutive computations can be made to direct 
the actual control of the ship and to check the consecutive observations. But it 
is not necessary, in this case, to analize the whole trajectory completely and 
accurately right away, before knowing at all whether or not it leads to the 
contemplated target. 

Basically, the compilation of a catalogue, as suggested here, could be performed 
also by a step by step procedure. This procedure may even prove very useful 
in scanning the field. When it comes, however, to final formulations, the present 
solution has the advantage of absolute accuracy, of offering the only way to check 
starting and finishing conditions first (also to any desired degree of accuracy) and, 
hence, of being straightforward. 

Under the heading “‘General Approach” it was stated that the method to 
be presented had one disadvantage: that it was not straightforward. In the 
light of these final considerations, specifically in connection with a catalogue 
of solutions, we will have to reconsider this statement thoroughly. 


Appendix 
Optimization of an Escape Trajectory with Respect to the 
Required Characteristic Velocity 


In Eq. (5) rewritten below 


(A 1) 


it is assumed that v, = v,(r) is not changed and that vw; = v;(r) is changed such, 
that a = (a;2 + a,*)/? = a(r) remains unchanged. First we then have: 


A (a?) = 0 = A(a?) + A(ar?) = 2a-Mda+2a,-Aa, 
(A 2) 


ar 
Au=-—— -Aa, 
at 


From the second Eq. (A 1) we have 


Aa=-— 
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and hence, from Eqs. (A 2) and (A 3) 





D arv 
Aa = ae Ut. (A 4) 
VY at 
The first Eq. (A 1) yields: 
y d ) 
Aa=*-Ante-A(Sy, (A 5) 
Equalizing Eqs. (A 4) and (A 5) yields, after multiplication with (7/v,): 
Ar Ut adv 
(2 —a)au—, a(#). (A 6) 


Now, since an escape maneuver is primarily concerned with raising the energy 
level, optimization is reached for the highest possible values of dE/dt, either for 
any value of ¢ or for any value of E. The energy E can be determined from: 
— = At Ut —- Ay Ur. (A 7) 


Using Egs. (5) we find: 


v2 12 v,2 2 2 r 
dE E dv?) = = E dio”) _ s] af E s 4 ao 


dt i. re 2 dr 7 7? 
Remembering that, from Eq. (4), v» = dr/dt we have 
1 K 1 K 
aE = > d(v?) _ 72 dr=d (; v? — =e (A 9) 


or 
1 K 

EF = —y* — — + Const. 
Z r 


Escape velocity is defined as the limit velocity, at which infinity can be 
reached. Associating escape velocity with the energy level zero we find that for 
r= oo, v=0Qand-E=0alsoC=0. Hence: 


vy? — — (A 10) 


a well-known expression. 
We now introduce the concept of “effective velocity” ve, defined by 


Ue = UCOSY (A 11) 
where y is the angle between the thrust and the velocity vectors. 
From Eq. (A 7) we then have: 


— = Ave. (A 12) 


And, since a is to be considered a constant the condition for the optimal trajec- 
tory, expressed before as a relation between dE/dt and E, can now be defined 
as the condition for which the relation between v, and E is not effected by the 
change A v; of uw. Mathematically this can be expressed as follows: 


Ave dv. 

AE dE 
where the left-hand member refers to changes, caused by A vu, whereas the right- 
hand member is associated with the relationship within a given trajectory. 


(A 13) 
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Using Eqs. (A 12) and (A 8) we find: 
nS. 1.40] 
a a dt 


while Eq. (A 10) yields: 
1 
AE= 5 A(u’) = Ut “A Ut. 
Finally dv-/dE can be developed into 


Ave _ ave dr dt 
dE \dr}\dt}\dE 


and using Eqs. (4) and (A 12) 


dve [dve\ [1 ¥\ a (Inv 
—_— = a Yy a = — +o A 16 
dE | | , (; | | dr \ 


With Eqs. (A 14), (A 15) and (A 16) substituted into Eq. (A 13) we find 
4 dv d (In ve 
Dividing by the (unchanged) quantity v, = dr/dt we get 
d (In ve 
a “Aut 
d (In ve) 
— > dr 


Ut 


dv: 





y (“) - m |! (In ve) x d (In “ Pig 


dr dr dr 
Eq. (A 17) is now used in Eq. (A 6): 


eg: y dus ve\]_, , 4 (In (v-/m)] 
=1+ (7): a(% m14/4 in(%)[—1 + 42 r(inr)] 


air 1 d [In (ve/v2) ] iv (‘ | (A 18) 
opt 





At Vr 


avr 2 a ({in(r?)] 

Eq. (A 18) permits the checking, afterwards, of an assumed trajectory with 
respect to maximum economy. 

It might be argued that, so far, only the variation of v; was considered, 
whereas v, was assumed unchanged. However, once v, = v,(r) is fixed, u: = v(7) 
is uniquely determined by either of two conditions: by « = 1 = constant or by 
Eq. (A 18). If it is possible to satisfy both conditions at the time, it indicates 
that the assumed function v, = v,(7) was the optimal one. Likewise, the 
approximate satisfying of both conditions indicates that the solution under 
consideration is very close to optimal. 

Since ve is generally nearly equal to the actual velocity v, the ratio ve/v 
is apt to increase gradually with increasing 7. Consequently, [(ar v:)/(a: Ur) Jopt 
will be greater than 3. Numerical investigation shows that only for values of p 
greater than .1 is there an appreciable departure of [(dy vs)/(at Ur) lope from 4. 

For numerical evaluation Eq. (A 18) is more conveniently written: 


wh\ 1, 9 lal A19 
(24) =; J val dp , 
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where, using Eqs. (A 11), (A 12) and (A 7) 


, Bcosy _ o Br + a By 

Be/ Bt bi: x Bi 

Differentiation of this expression is of course ‘possible but it leads to rather 
lengthy developments. Since extreme accuracy in the determination of 
'(a» Br)/(ae Br) lope is of little value it seems much more adequate to determine 
d(Be/B:)/dp from A(f-/f:)/A gm where the latter values are readily obtained from 
a table of the type of Table 2. 

For high values of g Eq. (A 19) can be transformed again, using py instead 
of y. With Eqs. (44) and (45) we find: 


fee = 
or BrJop: 2 2 Bel bs dy 


and, since f-/4; approaches infinity for y approaching zero, (./6:)-1 seems more 
1 l y 


appropriate: 
fe 4) a d(fi| Be) 
a Brlop 2 ' 2 Bibel dy 
Eq. (A 21) can be evaluated in much the same way as Eq. (A 19). It should 
be noted that, from Eqs. (47), (53) and (57), 6, approaches y~! for low values 
of y. Since £; at the same time approaches a finite value (75), 6. also approaches 
y1. From these considérations we find that both wy and £;/f. approach zero 
linearly and hence: 





(A 20) 








(A 21) 


y dy 





for y > 0 


BilBe  a(Bi/Be) 
yielding, from Eq. (A 21): 


as was to be expected. At great distances from the attracting body the optimal 
thrust direction is obviously tangential to the trajectory. 

Some further considerations pertaining to optimization are presented under 
the heading “Characteristic Velocity” in the body of the paper. 
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Beitrag zur Theorie der Wasserdampfrakete! 
Von 
H. Bednarezyk?, OGfW 
(Mit 4 Abbildungen und 4 Tafeln) 


(Eingegangen am 6. Juli 1956) 


Zusammenfassung. Die thermodynamischen Vorgange in einer Wasserdampf- 
rakete werden analysiert und es werden Gleichungen zur Dimensionierung von Wasser- 
dampfraketen hergeleitet. Es werden behandelt: Das Ausstrémen des heiBen Wassers 
aus dem Speicher (Zusammenhang zwischen Speicherdruck und Speicherfiillung), 
eine MaBnahme gegen den st6renden Siedeverzug bei der Expansion in der Schub- 
diise, die Berechnung der LAvAL-Zustande in der Diise und damit die Berechnung 
des Schubes und die Frage der Diisenanpassung. Es wurde getrachtet, die Glei- 
chungen auf eine Form zu bringen, die nur bereits tabellierte thermodynamische Zu- 
standsgr6Ben des Wassers enthalt, um so ihre Anwendung zu erleichtern. In einigen 
Fallen wurden die Lésungen gewisser Gleichungen im gesamten interessierenden Be- 
reich graphisch ermittelt und dargestellt. SchlieBlich wird noch auf offene Fragen 
hingewiesen, die einer Klarung durch das Experiment bediirfen. 


Abstract. Thermodynamic phenomena in a steam rocket are analysed and equa- 
tions for the design are given. The following problems are discussed: Outflow of 
hot water from the boiler (connection between pressure and amount of fluid in the 
vessel), measures against unwanted delay in boiling during expansion in the nozzle, 
calculating of LAVAL states in the nozzle, calculation of thrust, design of the nozzle. 
It was attempted to present the equations in a form suitable for immediate application 
by using only standard thermodynamic quantities of state. In some cases certain 
equations are treated graphically and solutions are given over the whole range of 
practical interest. Finally the need for further experimental research is pointed out 
in connection with some as yet unsolved problems. 


Résumé. Les processus thermodynamiques dans un moteur a vapeur d’eau sont 
analysés et des formules de dimensionnement applicables a ces moteurs sont établies. 
Dans cet article se trouvent traités les points suivants: l’éjection d’eau chaude du 
réservoir (correlation entre la pression dans le réservoir et son degré de remplissage), 
l’évaluation du phénoméne de retard a !’ébullition lors de l’expansion dans la tuyére, 
le calcul de l’écoulement, celui du frottement tangentiel et le probleme de |’adaptation 
de la tuyére. L’auteur s’est efforcé de mettre les équations sous une forme qui, pour 
la facilité des applications, ne fasse intervenir que des grandeurs thermodynamiques 
tabulées pour l’eau. Dans quelques cas la solution de certaines équations, dans le 
domaine intéressant des variables, est présentée sous forme graphique. Enfin l’accent 
est mis sur certaines questions encore ouvertes mais auxquelles on peut espérer qu’un 
réponse sera donnée par l’expérience. 


1 Vorgetragen beim VII. Internationalen Astronautischen KongreB in Rom, Sep- 
tember 1956. 

2 I. Institut fiir Mechanik der Technischen Hochschule, Wien, IV., Karls- 
platz 13, Osterreich. 
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I. Einleitung und allgemeine Prinzipanordnung einer Wasserdampfrakete 


Obwohl bereits einige Arbeiten iiber Wasserdampfraketen vorliegen [1], [2] und 
auch experimentelle Untersuchungen im Gange sind!, hat es dennoch den An- 
schein, als ob das Problem der Dimensionierung von Wasserdampfraketen (Aus- 
legung auf vorgegebenen Schub, Konstruktion der Expansionsdiise) noch nicht 
behandelt worden ware; zumindest nicht in 6ffentlich zuganglichen Arbeiten. 
Es soll daher in dieser Arbeit versucht werden, ausgehend von den Grundge- 
setzen der Thermodynamik die Vorgange in einer Wasserdampfrakete quanti- 
tativ zu erfassen und auf diese Weise zu Richtlinien fiir die Auslegung vor allem 
der Schubdiise und des HeiBwasserspeichers zu gelangen. Allerdings kann bei 
einem verhaltnismaBig komplizierten Vorgang, wie ihn die Expansion nassen 
Dampfes in einer Schubdiise darstellt, nicht erwartet werden, samtliche physika- 
lischen GréBen, die irgendwie auf den betrachteten Vorgang Einflu8 haben, be- 
riicksichtigen zu kénnen. Das wiirde nur zur Aufstellung ellenlanger Gleichungen 
fiihren, die infolge der groBen Anzahl in ihnen vorkommender Parameter fiir 
jeden Einzelfall numerisch oder graphisch gelést werden miiBten — wobei still- 
schweigend vorausgesetzt wurde, da8 der physikalische Hintergrund aller Ein- 
fliisse wirklich vollkommen klar ist, also nur der mathema- 
tischen Formulierung bedarf, was man von der Kondensa- 
tion des NaBdampfes an der Schubdiisenwand oder vom 
Siedeverzug nicht behaupten kann. Den Einflu8 eines an 
der Diisenwand haftenden Filmes kondensierten Wassers 
auf die Thermodynamik und die Strémungsvorgange in 
der Diise wird man wohl vernachlassigen diirfen; nicht aber 
den EinfluB des Siedeverzuges. Da sich nun einerseits — 
wie schon bemerkt wurde — der Siedeverzug und die mit 
ihm aufs engste verkniipften kinetischen Vorgange bei der 
spontanen Verdampfung von der Theorie her kaum quanti- 
tativ erfassen lassen, andererseits deren kommentarlose 
Nichtbeachtung in den Grundgleichungen unstatthaft ware, 
muB8 wenigstens versucht werden, ihren EinfluB auf die 
thermodynamischen Vorgange durch konstruktive MaB- 
nahmen so klein zu halten, daB diese dann als eine Folge 
von Gleichgewichtszustanden aufgefaBt und die Hauptsatze 
der Thermodynamik ohne besondere Vorsicht angewendet 
werden diirfen. Die Beniitzung von Zustandsdiagrammen 

Abb. 1 und Dampftabellen, deren Angaben sich bekanntlich auf 
Gleichgewichtszustande beziehen, ist dann ebenfalls méglich. 

Nach diesen einleitenden Bemerkungen soll jetzt kurz auf den prinzipiellen 
Bau einer Wasserdampfrakete eingegangen werden. Diese besteht (vgl. Abb. 1) 
im wesentlichen aus einem Speicher K, aus dem Hei®wasser iiber die Schub- 
diise D nach auBen abstrémt. Unter der Voraussetzung, daB kein Siedeverzug 
auftritt, haben wir es also mit einer adiabatischen Expansion, beginnend von der 
unteren Grenzkurve, zu tun. Im engsten Querschnitt F* der Schubdiise wird 
dann das Maximum der Mengenstromdichte auftreten und die Stroémung wird 
auch im erweiterten Teil der Diise an deren Wandung anliegen. Im Speicher K 
wird gleichfalls eine Nachverdampfung auftreten und iiber der fliissigen Phase V’ 
(HeiBwasser) wird sich eine Gasphase V” satten Dampfes ausbilden, die, natiir- 
lich auch unter der Voraussetzung fehlenden Siedeverzuges im Speicher, mit der 











1 Am Institut fiir Physik der Strahlantriebe in Stuttgart; in Paris sollen ebenfalls 
Versuche im Gange sein. 
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fliissigen Phase V’ im thermodynamischen Gleichgewicht steht. Der Siede- 
verzug im Speicher wird wohl verhaltnismaBig einfach beseitigt, bzw. auf ein 
nicht mehr stérendes Ma hinabgedriickt werden kénnen. Schon eine rauhe 
Innenwand [3] des Speichers diirfte die Nachverdampfung des Speicherwassers 
giinstig beeinflussen. Um noch ein Ubriges in dieser Richtung zu tun, kénnte 
man z. B. Drahtnetze als ,,kiinstliche Rauhigkeit’ im Speicher befestigen und 
so die Méglichkeit der Bildung von Dampfkeimen im Speicherwasser wesentlich 
begiinstigen. 

Schwieriger zu beseitigen ist der Siedeverzug in der Schubdiise; um so ein- 
schneidender machen sich aber gerade dort seine Einfliisse bemerkbar. Wenn 
namlich infolge der hohen Strémungsgeschwindigkeiten in der Schubdiise 
(GréBenordnung 10? m/s) und der damit verbundenen raschen Zustandsande- 
rungen, die das aus dem Speicher abstrémende Wasser erfahrt, der Verdampfungs- 
vorgang mit diesen nicht Schritt halten kann, wird die Strémung im erweiterten 
Teil der Schubdiise nicht mehr an deren Wandung anliegen. Nach dem engsten 
Querschnitt F* wird sich ein Freistrahl iiberhitzten Wassers ausbilden, der an 
seiner Oberflache eine (allerdings viel zu geringe) Verdampfung zeigen und einen 
groBen Teil der noch zur Verfiigung stehenden Enthalpiedifferenz aus dem Be- 
reich der Diise abfiihren wird. Die Strémung kann dann im erweiterten Diisen- 
teil nicht mehr wesentlich beschleunigt werden und es ist in einem solchen Falle 
vom Standpunkt der Strémungslehre iiberhaupt sinnlos, eine LAvAL-Diise als 
Schubdiise an den Speicher anzuschlieBen. 


II. Der Aufbau einer mit Hei8wasserzerstéubung arbeitenden Wasserdampfrakete 


Unser Bestreben mu8 deshalb dahin gerichtet sein, die Verdampfung des 
aus dem Speicher abstrémenden HeiBwassers so zu begiinstigen, daB die Aus- 
bildung eines HeiBwasser- Freistrahles sicher vermieden 
wird und die Strémung auch im erweiterten Teil 
der Schubdiise keine Abloésungserscheinungen zeigt. 
Um dies zu erreichen, sei hier vorgeschlagen, das 
HeiBwasser unmittelbar nach seinem Austritt aus dem 
Speicher zu zerstauben. Es ist zu erwarten, daB durch 
das ZerreiBen des aus dem Speicher austretenden 
HeiBwasserstrahles in eine groBe Anzahl mikrosko- 
pisch kleiner Trépfchen (GréBenordnung 10-% cm) 
das Auftreten des Siedeverzuges wirksam_ unter- 
driickt und daB auch durch die _ wesentliche 
Oberflachenvergr6Berung, die das HeifBwasser durch 
die Zerstaubung erfahrt, der Verdampfungsvorgang 
giinstig beeinfluBt wird. 

Der Aufbau einer solchen, mit HeiBwasserzerstau- 

4 oS gesterne 
bung arbeitenden Wasserdampfrakete wiirde etwa fol- gag, 
gendermaBen (Abb. 2) aussehen: Unmittelbar an den 
Speicher K ist die Zerstaubungsdiise Z angeschlossen. 

(Auf die Zerstéubungsdiise wird im Abschnitt IV 
noch naher eingegangen werden.) Das zerstaubte 
HeiBwasser tritt nun in die Wirbelkammer! W’ ein, die 
den Zweck hat, die Bildung eines méglichst homogenen 
NaBdampfes zu gestatten. Erst dieser strémt 

1 Eine Vorexpansionskammer fiir Wasserdampfraketen wurde schon von E. SANGER 
geplant; ob SANGER jedoch auch an eine Zerstaubung des Hei®wassers dachte, ist 
nicht bekannt geworden. 
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nun durch die Schubdiise D nach auBen ab!. Je feiner die fliissige Phase im NaB- 
dampf verteilt ist, um so eher wird man die Diisenstrémung als eine Folge thermo- 
dynamischer Gleichgewichtszustande betrachten und ihre Berechnung unter 
Zuhilfenahme der bekannten Dampftafeln durchfiihren diirfen. Mit der genaueren 
Behandlung der thermodynamischen und der Strémungsvorgange wollen wir 
beim Speicher beginner, sodann die Vorgange in der Zerstéubungsdiise und 
schlieBlich diejenigen in der Schubdiise einer scharferen Betrachtung unterziehen. 


III. Die thermodynamischen Verhaltnisse im Speicher beim Ausstrémen des 
HeiBwassers 


Die Frage, die sich sofort bei Untersuchung der Vorgange im Speicher auf- 
drangt, kann folgendermaBen formuliert werden: Beim Abstrémen des Heib- 
wassers aus dem Speicher wird diesem mit jedem Wasserteilchen auch eine ge- 
wisse Warmemenge entnommen. Zugleich tritt im Speicher eine Nachver- 
dampfung des Speicherwassers auf. Wie hangt nun — geniigend rasche Ein- 
stellung des thermodynamischen Gleichgewichtes im Speicher vorausgesetzt — 
der Speicherdruck von der entnommenen HeiBwassermenge ab ? 

Nehmen wir an, es befinde sich ein gewisses HeiBwassergewicht G,’ und ein 
gewisses Dampfgewicht G,’’ im Speicher. Die gesamte jeweilige Speicherfiillung 
ergibt sich dann zu: 

Gp = Gy + Gy”. (1) 


Fiihren wir noch das konstante Speicher-Volumen V, ein, so k6énnen wir fiir 
den Speicher den ersten Hauptsatz anschreiben: 

AQ, = a] y — Vo aPy. (2) 
Hierin bedeuten /) die gesamte Speicher-Enthalpie und P, den Speicherdruck. 
Im iibrigen sei hier bemerkt, daB wir alle GréBen, die sich auf den Speicher be- 
ziehen, mit dem Index 0 versehen wollen. 

Schreiten wir weiter und lassen wir jetzt HeiBwasser vom Speicher in die 
Wirbelkammer einstrémen. Dadurch wird dem Speicher mit jedem HeiBwasser- 
teilchen eine gewisse Warmemenge entzogen; nennen wir sie dQ,. Die Warme- 
bilanz, aufgestellt fiir zwei benachbarte Speicherzustande, lautet dann: 


Qo ei (Qo + dQo) a dQ, 


bzw. 

dQ) + dQ, = 0. (3) 
Mit Gl. (2) ergibt sich: 

dJy—V dP, + dQ, = 0. (4) 

Nun wollen wir die GréBe der entnommenen Warmemenge dQ, ermitteln. Dazu 
schreiben wir fiir das in die Wirbelkammer einstr6mende Wasser den I. Haupt- 
satz an: 

dq = di — vaP. (5) 
Die klein geschriebenen GréBen q,7 sind die auf die Gewichtseinheit bezogene 
Warmemenge und Enthalpie; v ist das spezifische Volumen. 


1 Die zweifellos vorhandene Relativgeschwindigkeit zwischen Dampfphase und 
Trépfchenphase wird hier nicht beriicksichtigt. Das soll jedoch in einer Arbeit ge- 
schehen, die demnachst in ,,Maschinenbau u. Warmewirtschaft‘‘ erscheinen wird; 
die diesbeziiglichen Ausfiihrungen in der Arbeit von O. FRENzL [6] kénnen nicht als 
befriedigend bezeichnet werden. 





Beitrag zur Theorie der Wasserdampfrakete 157 


Setzen wir fiir den Augenblick voraus, da8 das Hei8wasser auf seinem Weg 
vom Speicher in die Wirbelkammer keine Warme mit der Umgebung austauscht 
(dq = 0), so erhalten wir aus (5) im Verein mit der eindimensionalen Bewegungs- 


gleichung der Hydrodynamik 
(6) 


die Energiegleichung 
2 
55 ++ = const. (7) 
“§ 

Da das Wasser im Speicher praktisch die Geschwindigkeit w = 0 hat, kénnen wir 


auch schreiben: 


et ee 
= (8) 


(Ein Strich als oberer Index bedeutet wie iiblich: ,,Zustand an der unteren 
Grenzkurve‘‘; zwei Striche ,,Zustand an der oberen Grenzkurve‘‘. Daher ist 
ty die Enthalpie pro Gewichtseinheit des im Speicher befindlichen HeiBwassers.) 

Man iiberlegt sich nun leicht, daB 7,’ tatsaichlich die gesamte Warmemenge 
ist, die je Gewichtseinheit abstré6menden HeiBwassers dem Speicher entzogen 
wird. Das geht so: Aus Gl. (5) und Gl. (6) folgt 


dq = a(e r j (9) 
‘eae 


Eine zugefiihrte Warmemenge kann sich demnach nur in einer Erhdéhung der 
Str6mungsgeschwindigkeit sowie der Enthalpie der Substanz auswirken. Natiir- 
lich muB hierbei vorausgesetzt werden, daB die Warmemenge dq tatsdchlich auf 
das Substanzelement iibertragen wird und nicht etwa durch Warmeaustausch 
mit anderen Kérpern der Umgebung teilweise verloren geht. Da nun Gl. (9) 
fiir alle zugefiihrten Warmemengen dq gilt, so muB auch 1,’ die gesamte in der 
Gewichtseinheit des Speicherwassers enthaltene Warme darstellen. 

Und nun k6énnen wir auch die vorhin aufgestellte Voraussetzung des fehlen- 
den Warmeaustausches mit der Umgebung fallen lassen: denn was auch immer 
mit dem HeiBwasser nach seinem Abstrémen aus dem Speicher geschieht — dem 
Speicher selbst wird in allen Fallen je Gewichtseinheit ausstrémenden HeiB- 
wassers die Warmemenge 7,’ entzogen. 

Die gesuchte Warmemenge dQ, bezieht sich nun auf ein ausstrémendes Heib- 
wasserelement; sein Gewicht wollen wir mit dG, bezeichnen. Dieses HeiBwasser- 
teilchen fiihrt also nach den vorangegangenen Uberlegungen aus dem Speicher 
die Warmemenge 

dQ, = 1, dG, (10) 


ab. SchlieBlich muB die Speicherfiillung G, um den Betrag des abgestrémten 
HeiBwassergewichtes dG, leichter werden; wir driicken das durch die Gleichung 
dG, = — dG, (11) 

aus. Unter Beriicksichtigung von (10) und (11) erhalt nun Gl. (4) die Form 
a] — VodPo — ty 4G, = 9. (12) 
Wir gehen jetzt von der gesamten Speicherenthalpie auf die Enthalpie je 

Gewichtseinheit der Speicherfiillung iiber, schreiben also 

Jo = Go" (13) 
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(14) 


(V, = const!) das mittlere spezifische Gewicht der ‘Speicherfiillung bedeutet und 
recht gut als MaB fiir den jeweiligen Speicherinhalt brauchbar ist, so folgt aus 
(12) unter Verwendung von (13) und (14) 

A(Vo %) — AP — ty ayy = 0. (15) 
Wahrend der weiteren Rechnungen in diesem Abschnitt wollen wir den Index 0 
fortlassen; da eine Verwechslung ausgeschlossen erscheint, k6nnen wir uns diese 
Bequemlichkeit ohne weiteres gestatten. 

Nun wollen wir Gl. (15), die eine Differentialgleichung fiir die gesuchte Funk- 
tion P(y) darstellt, auf eine Form bringen, die ihre graphische, bzw. numerische 
Integration méglichst einfach auszufiihren gestattet. Wir werden daher vor allem 
trachten, ihre Koeffizienten auf tabellierte GréBen zuriickzufiihren. 

Die Speicherenthalpie je Gewichtseinheit 7 ]JaBt sich mit Hilfe des spezifischen 
Dampfgehaltes 

ape 
dae = (16) 
und der Verdampfungswarme je Gewichtseinheit 
v= —1’ (17) 
wie folgt schreiben: 
t=2' 4+ x(1’ —10') = 71' + xr, (18) 
Gl. (18) in (15) eingesetzt, ergibt nach kurzer Umformung: 
ydt'+d(yxr) —dP=0. (19) 
Bis auf den Dampfgehalt x, der hier nicht als Parameter auftritt, sondern eine 
abhangige Variable darstellt, enthalt (19) nur mehr die tabellierten GroéBen 7’ und r 
als Koeffizienten. Wir miissen also trachten, diesen zu eliminieren. Das gelingt 
auf folgende Weise: Wir driicken das gesamte Speichervolumen V durch die 
spezifischen Volumina v’ und v’’ des im Speicher befindlichen HeiBwassers und 
Sattdampfes, sowie durch deren Gewichte G’ und G” aus: 
V =v'G'+0"G". (20) 
Mittels der Beziehungen (1) und (16) ersetzen wir in (20) G’ und G” durch G und x 
und erhalten 
V={o' (l—x)+x0"JG (21) 
sowie explizit 
Vy 
G 


a? , 
’ ) 


’ 
) 


z= 


Reed Se (22) 
ww —F) 
Das ist die Gleichung, die wir noch benétigt haben, um in (19) samtliche Koeffi- 
zienten durch tabellierte GroBen auszudriicken. Nach Einsetzen von (22), Aus- 
differenzieren des Ausdruckes d(y x 7) und Ordnen der Glieder folgt aus (19) die 
Differentialgleichung 


rv rv’ r 
ae eo Soe: y 23 
vy” ace y’ ‘if i Y ( vy” va + v v ( ) 
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Obzwar diese Gleichung bereits hinsichtlich des Baues ihrer Koeffizienten die 
an sie gestellten Bedingungen erfiillt, wollen wir trotzdem noch kurze Zeit fiir ihre 
Vereinfachung verwenden. Zu diesem Zweck ziehen wir zunachst die CLAUsIus- 
CLAPEYRONS¢the Gleichung in der Form 


a= T (24) 
v’ —v 

heran. Hier bedeutet bekanntlich dP/dT die Steigung der Dampfdruckkurve; 

Druck und Temperatur sind ja im Zweiphasengebiet (NaBdampfgebiet) mit- 


einander gekoppelt. 


Nach der Eliminierung des Ausdruckes ae aus (23) und (24) gelangen 


wir zu der Gleichung 

dP o : = dP 
Diese sieht zwar schon bequemer aus als a. kann aber mit etwas Geduld noch 
weiter vereinfacht werden. Deklarieren wir zunachst offiziell P als unabhangige 
Variable. Dann bekommt (25) die Gestalt 


d dP\ d{|_.a4P 
et 2 Bah - 26 
‘ar * re +$(r P| ’ at 


- P| = 0. (25) 


Weiters rechnen wir den Ausdruck £3 


—~ P| aus: 


dT 
a(r3 |- dT dP | +r A (2\-i-7 


Pv dT a at ° Fa 


a. yal, dP 
ae a aT 
_ &'—v'dP d | ,aP 
__ awe. A 
Fihren wir jetzt die Entropie an der unteren Grenzkurve ein, ds’ = os , und 


beachten wir, daB nach dem ersten Hauptsatz dg’ = di’ — v' dP ist, dann finden 
wir schlieBlich die gesuchte Umformung: 


2 a... ee ae ae 


Nach Einsetzen von (27) und (28) in (26), sowie Division durch T erhalten wir 
die endgiiltige Form der Differentialgleichung fiir den Ablauf der Speicher- 


zustande: 
wae. dy ‘se FP. 216 ; 
"aT ZtrBle— vit) +o(t7)-° (29) 
Ihre Koeffizienten: 
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wurden unter Beniitzung der VDI-Wasserdampftafeln berechnet; die Gleichung 
selbst — sie liefert, wie man sieht, nicht die Funktion P = P(y), sondern deren 
Umkehrfunktion y = y(P), was aber nicht weiter stért — wurde fiir das gesamte 
NaBdampfgebiet graphisch gelést. Beniitzt wurde fiir Driicke bis etWa 110 kp/cm? 
das Isoklinenverfahren, fiir héhere Driicke ein nomographisches Verfahren, 
welches mit der Methode der Halbschritte kombiniert wurde. Nahere Einzel- 
heiten iiber diese Verfahren sind in der Literatur zu finden, auf die wir daher 
an dieser Stelle verweisen wollen [4], [5]. Das Ergebnis der graphischen Lésung 


As haf 


- Jy (umere brenzkurve} 








J, (obere brenzkurve) 
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Tafel I. Lésungsfeld der Differentialgleichung 
, d ; ,aPy d il 

—1 + Yo — [50 — Uo —-]) + —1—] = 9 
s dT, dP, \dT, 


ist in Tafel I festgehalten!. Einer Bemerkung von H. H. K6LLeE [1] zufolge hat 
K. HEss eine Formel fiir die Abhangigkeit der Ausstrémgeschwindigkeit bzw., 
was auf dasselbe hinauslauft, der verfiigbaren Enthalpiedifferenz des HeiBwassers 
von der Speicherfiillung aufgestellt; in dieser kommt aber nach KOLLE die Zeit 
explizit vor, was bei Voraussetzung thermodynamischen Gleichgewichtes in 
jedem Augenblick, sowie stationaérer Stro6mung — und dies wurde auch bei der 
von KOLLE zitierten Arbeit gefordert — vd6llig unverstandlich ist. Nimmt man 
an, daB in allen Teilen der Wasserdampfrakete die Vorgange so ablaufen, daB 
sie eine Folge thermodynamischer Gleichgewichtszustande darstellen, so kénnen 
Ausstrémgeschwindigkeit, sowie auch sdmtliche thermodynamischen GréBen 
nur vom Anfangsdruck im Speicher, von der jeweiligen Speicherfiillung und — 
bei Wasserdampfraketen mit HeiBwasserzerstaubung — vom Druck in der Wirbel- 
kammer abhangen. Eine explizite Abhangigkeit dieser GréBen von der Zeit 
kommt jedenfalls nicht in Frage. 


IV. Die Zerstéubungsdiise und Diskussion des Einflusses der Oberflichen- 
spannung auf die thermodynamischen Zustinde 


Wie wir schon in Abschnitt II erwahnt haben, hat die Zerstaubungsdiise die 
Aufgabe, durch die wesentliche OberflachenvergréBerung, die das aus dem 


1 MeBwerte finden sich in [6]. 
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Speicher abstrémende HeiBwasser je Gewichtseinheit erfahrt, den Verdampfungs- 
vorgang in der nachfolgenden LAvaL-Diise giinstig zu beeinflussen. Bezeichnen 
wir mit 6 den mittleren Trépfchendurchmesser des zerstaubten HeiBwassers, dann 
nimmt dessen Oberflache je Gewichtseinheit mit 1/6 zu, wenn 6 kleiner wird. 
Das ist leicht einzusehen, wenn man bedenkt, daB das Gewicht eines Trépfchens 


berflach 
mit 63 abnimmt, die Oberflache jedoch mit 6”. Der Quotient oe muB 


Gewicht 

dann demnach mit 1/6 zunehmen. Wir werden also danach trachten, 6 méglichst 
klein zu machen, das heiBt das HeiBwasser méglichst fein zu zerstauben. Be- 
sonders giinstig arbeiten solche Diisen, bei denen die Zerstaubung dadurch er- 
reicht wird, daB der Fliissigkeit vor dem Verlassen der Diise ein kraftiger Drall 
erteilt wird. Auf eine einfache und strémungstechnisch 
einwandfreie Art kann dies mit Hilfe eines Spiralgehauses 
erreicht werden (Abb. 3). Die Vorgadnge in solchen Diisen 
sind bereits quantitativ erfaBt [7], [8] und die Ergebnisse 
der theoretischen Arbeiten durch das Experiment bestatigt. 
Untersuchen wir nun, ob die Resultate der genannten 
Arbeiten fiir unsere Zwecke ohne weiteres beniitzt wer- 
den diirfen, oder ob dies nur unter gewissen Bedingungen 
zulassig ist. Eine Bedingung 1la8t sich sofort angeben: 
Das HeiBwasser darf wahrend der Strémung durch die 
Zerstaubungsdiise nicht zu sieden beginnen. Den erwahn- 
ten Untersuchungen wurde nadmlich die inkompressible 
Fliissigkeit zugrunde gelegt und diese Voraussetzung ver- 
bietet die Anwendung ihrer Resultate auf Zerstaubungsdiisen, 
die von siedendem Wasser durchstrémt werden. Auch die 
Reibungsverhaltnisse sind bei der Strémung siedenden 
Wassers andere [9] als bei der Strémung nicht siedenden 
Wassers. Andererseits ist jedoch die Annahme, daB das 
HeiBwasser schon bei der Strémung durch die Zerstaubungsdiise zu sieden be- 
ginnt, durchaus nicht zwingend; die Entscheidung zwischen beiden Stromungs- 
formen diirfte stark von der Oberflachenbeschaffenheit [3] der Zerstaubungs- 
diise abhangen. Welche der beiden Strémungsformen die giinstigere darstellt, 
ist nicht leicht gesagt. Die Diise, welche von iiberhitztem Wasser durchstrémt wird, 
diirfte, bei gleicher DurchfluBmenge, kleinere Abmessungen haben als diejenige, 
in der bereits Verdampfung des HeiBwassers eintritt. Letztere wird jedoch 
gewiB unempfindlicher gegeniiber Stdrungen sein, da in ihr keine metastabilen 
thermodynamischen Zustande auftreten. Es mége hier noch bemerkt werden, 
daB es wohl zweckmaBig sein wird, Zerstaubungsdiisen, die von siedendem Wasser 
durchstrémt werden, so auszulegen, daB die LAVAL-Zustande innerhalb der Diisen 
nicht erreicht werden. Hieriiber allgemeine Angaben zu machen, diirfte schwer 
gelingen, da die Strémung innerhalb einer Zerstaubungsdiise der idealisierenden 
Betrachtungsweise der Stromfadentheorie nicht zuganglich ist — wie etwa die 
Strémung in einer Schubdiise — und die raumliche Behandlung eine viel zu groBe 
Anzahl geometrischer Parameter enthalten wiirde. Unter solchen Umstanden 
wird wohl die vollstandige Durchrechnung eines jeden Spezialfalles nicht zu 
vermeiden sein. 

Wir wollen uns indessen einem anderen Problem zuwenden: In der Wirbel- 
kammer wird aus dem zerstaubten HeiBwasser NaBdampf gebildet, dessen 
fliissige Phase aus kugelférmigen Wassertrépfchen vom mittleren Durchmesser 6 
besteht. Auch bei der anschlieBenden Strémung durch die Schubdiise haben 





Abb. 3 
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wir dasselbe Bild vor uns. Es erhebt sich nun die Frage, ob nicht infolge der 
starken Kriimmungen, welche die Oberflachen der kleinen Wassertrépfchen 
besitzen, sowie der groBen Oberflachen je Gewichtseinheit der fliissigen Phase, 
die Oberflachenspannung bzw. die Oberflachenenergie einen wesentlichen Ein- 
fluB auf die thermodynamischen und die Stroémungsvorgange ausiibt. Um diese 
Frage zu beantworten, miissen wir uns irgendeinen Anhaltspunkt fiir die GréBen- 
ordnung der mittleren Trépfchendurchmesser beschaffen. L. PRANDTL [10] 
schatzt den maximalen Durchmesser der Trépfchen ab, die durch eine frei in Luft 
ausblasende Zerstaubungsdiise erzeugt werden. Er bedient sich dabei der 
Vorstellung, daB der austretende Fliissigkeitsstrahl unmittelbar nach Verlassen 
der Zerstéubungsdiise durch seine starke Turbulenz in groBe Tropfen zerlegt 
wird, die dann ihrerseits von den an ihnen angreifenden Luftkraften in kleine 
Trépfchen zerrissen werden. Als MaB fiir die Luftkrafte verwendet PRANDTL 
den Staudruck, der an den Wassertrépfchen infolge ihrer Bewegung mit der Ge- 
schwindigkeit v durch die umgebende Luft auftritt. Die Naherungsformel fiir 
den maximalen Trépfchendurchmesser hat dann folgenden Bau: 


bak —. (30) 


QL» 

3° 
Hierin bedeuten o die Kapillaritatskonstante, 9; die Dichte der umgebenden Luft 
und & einen dimensionslosen Proportionalitatsfaktor. Im Falle der Zerstaubungs- 
diise mit Drallkammer (Spiralgehduse) wird die ,,Grobzerlegung’’ des aus- 
tretenden Wasserstrahles infolge seiner eigenen Turbulenz durch die auftretenden 
Tragheitskrafte [11] (Freistrahl mit Drall!) noch wesentlich begiinstigt. Uber den 


Begriff des ,,Zerblasens‘‘ der Trépfchen in der Wirbelkammer miissen wir aber 
noch einige Worte verlieren. Der in der PRANDTLschen Beziehung vorkommende 
Staudruck (9,/2)v? kann fiir ein Wassertrépfchen, das in eine NaBdampfatmo- 
sphare hineingeschleudert wird, worin schon unzahlige Trépfchen der gleichen 
GroBenordnung herumschwirren, nicht definiert werden; man weiB ja garnicht, 
was man unter der GréBe oz verstehen soll. Es ist aber naheliegend, den ,,Stau- 
druck*‘ (9,/2) v? nicht als MaB fiir die an der Trépfchenoberflache angreifenden 
Krafte, sondern als MaB fiir die Bewegungsenergie Ez, der Trépfchen zu ver- 
wenden. Statt (30) kénnen wir dann schreiben: 


iul— (31) 
iy 
oder, wenn wir E7, proportional der Differenz (P, — P,) zwischen Speicher- 
druck und Druck in der Wirbelkammer setzen: 


o 
6xkK pF,’ 
Die dimensionslose Konstante A diirfte nach experimentellen Ergebnissen bei 
200 liegen. 

Der Wert der Oberflachenspannung o ist ziemlich stark temperaturabhangig. 
Er fallt mit steigender Temperatur nahezu linear ab, um beim kritischen Punkt 
zu verschwinden [12]. Danach ware man geneigt anzunehmen, daB die Zer- 
staubung mit steigender Temperatur des Kesselwassers immer besser wird, 
das heiBt immer kleinere Tropfchen entstehen wiirden. Das ist aber nicht so. 
Zerstaubungsversuche mit Fliissigkeiten verschiedener Kapillaritatskonstanten 
haben ergeben, daB fiir die Trépfchendurchmesser eine untere Grenze zu exi- 
stieren scheint, die zwischen 10-* und 10-3 cm liegt. Das ist verstandlich, wenn 
man sich vor Augen halt, daB es sinnlos wird, noch von ,, Trépfchen‘‘ zu sprechen, 


(32) 
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wenn deren Durchmesser mit der mittleren freien Weglinge der Trépfchen- 
molekiile vergleichbar wird, die bei 10~° cm liegt. Es diirfte nicht von der Hand 
zu weisen sein, wenn man annimmt, daB Trépfchen, deren Durchmesser unter 
der erwahnten Schranke liegt, nicht bestandig sein kénnen, sondern sofort ver- 
dampfen. Da mit kleiner werdendem Trépfchendurchmesser die Wahrschein- 
lichkeit fiir irgendein Molekiil des Trépfchens, im ungestérten Flug dessen Be- 
reich verlassen zu k6nnen, immer gr6Ber wird, ist diese Annahme verstandlich. 

Nun k6énnen wir darangehen, den EinfluB der Oberflachenspannung auf die 
thermodynamischen und damit auch auf die Strémungsvorgange in der Diise 
abzuschatzen. Wir miissen prinzipiell drei Falle der EinfluBannahme der Ober- 
flachenspannung unterscheiden: 

1. Beeinflussung der thermodynamischen Vorgange durch die zusatzliche 
Oberflachenenergie der Wassertrépfchen. 

2. Verschiebung der Grenzkurve und der Dampfdruckkurve bei gleich- 
bleibenden spezifischen Volumina, bzw. gleichbleibender Temperatur zu héheren 
Driicken, bedingt durch den héheren Dampfdruck, der an der konvexen Tropfen- 
oberflache im Vergleich zu einer ebenen Oberflache herrscht [3]. 

3. Fliissige Phase und gasformige Phase des NaBdampfes haben im thermo- 
dynamischen Gleichgewicht zwar gleiche Temperatur, aber nicht mehr gleichen 
Druck, da die Wassertrépfchen zusatzlich unter dem Druck der Oberflachen- 
spannung stehen [3]. 

Beginnen wir mit Punkt 1. Die wesentlichste energetische GréBe des Ver- 
dampfungsvorganges ist wohl die Verdampfungswarme. Wir haben also zu unter- 
suchen, ob die Oberflachenenergie je Gewichtseinheit zerstaubten HeiBwassers 
ihrem Betrag nach mit dem Wert der Verdampfungswarme vergleichbar ist. Be- 
rechnen wir also die Oberflachenenergie je Gewichtseinheit von Trépfchen mit 
dem Durchmesser 6. Ist die Oberflache eines Wassertrépfchens 

Or, =x 6, 
so betragt seine Oberflachenenergie 
Eoberfi. = 7 62 oO. 
Das Trépfchengewicht ermitteln wir zu 
did gm. 
v 6 
und es folgt daher fiir die Oberflachenenergie je Gewichtseinheit: 
Lober}t. Phd ' 
ig Gr, = 61 5° (33) 
Rechnen wir den Betrag von e aus, so erhalten wir selbst fiir die kleinsten 
Trépfchendurchmesser (6 = 10-1cm) und die Oberflachenspannung des kalten 
Wassers (o = 71 dyn/cm fiir 15° C) einen Wert, der fiinf GréBenordnungen unter 
dem der Verdampfungswarme liegt; Einfliisse gemaB Punkt 1 brauchen dem- 
nach nicht beriicksichtigt zu werden. Im kritischen Punkt selbst verschwindet 
zwar die Verdampfungswarme, aber auch, wie bereits erwahnt, die Oberflachen- 
spannung. Desgleichen hat es im kritischen Punkt keinen Sinn mehr, von zwei 
Phasen zu sprechen. 

Schreiten wir nun weiter zu Punkt 2. Nach Lorp KELVIN hat die Dampf- 
druckerhéhung 4 f, an einer konvexen Tropfenoberflache im Vergleich zur 
ebenen Fliissigkeitsoberflache den Wert 


eee % 34 
ww ef - (34) 


1 Dies ist nur eine Naherung; die genaue Formel findet man bei R. BECKER [13]. 


Ap,=4 
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Setzen wir hier die vorhin genannten Betrage fiir o und 6 ein, so erkennen wir, 
daB die Dampfdruckerhoéhung A #, durchschnittlich etwa drei GréBenordnungen 
unterhalb des AuBendruckes liegt, wenn wir diesen mit 1 kp/cm* annehmen. Be- 
ziiglich der Umgebung des kritischen Punktes gilt dasselbe, was hieriiber bereits 
zu Punkt 1 bemerkt wurde, wobei statt der Verdampfungswarme die Differenz 
(v’’ — v’) der spezifischen Volumina an oberer und unterer Grenzkurve gemeint 
ist. Auch die Verschiebung der Grenzkurve sowie der Dampfdruckkurve braucht 
daher in unseren weiteren Rechnungen nicht beriicksichtigt zu werden. 

Zu Punkt 3: Bekanntlich ist der zusatzliche Druck A f,, unter dem das 
Innere eines Fliissigkeitstro6pfchens infolge der Oberflachenspannung steht, 
durch die Beziehung 

Apy=45 (35) 
gegeben. Wie man sofort erkennt, ist diese Druckerhéhung wesentlich gréBer 
als die unter Punkt 2 besprochene. Dennoch betragt sie — bei gleichen Werten 
von o und 6 sowie bei einem AuBendruck von 1 kp/cm? — nur etwa 8% des AuBen- 
druckes. Wegen der absichtlich sehr ungiinstig gewahlten Werte fiir o und 6 
diirfte dieser Betrag eine sichere obere Grenze darstellen. Wenn wir uns nun 
vor Augen halten, daB wir die Berechnung der Vorgange in der Schubdiise mit 
Hilfe der Stromfadentheorie durchfiihren wollen und zunachst auch die Reibung 
unberiicksichtigt lassen, so ware es wenig sinnvoll, den Einflu8 der Oberflachen- 
spannung gem&B Gl. (35) zu beriicksichtigen. Hierzu wird noch einiges bei Be- 
handlung der Frage der Schubdiisenanpassung an den AuBendruck zu sagen sein. 
Sollte jedoch die Schubdiise fiir einen sehr geringen AuBendruck ausgelegt werden, 
sagen wir etwa 0,1 kp/cm?, so wird man in diesem Falle den erhéhten Druck, unter 
dem die fliissige Phase steht, beriicksichtigen miissen. Fiir die bisher in Betracht 
gezogenen Anwendungsgebiete der Wasserdampfrakete brauchen wir das jedoch 
nicht tun. AbschlieBend sei zu diesem Abschnitt bemerkt, daB F. AUERBACH [14] 
durch andere Uberlegungen, als sie hier durchgefiihrt wurden, zu der Ansicht ge- 
langt, daB sich thermische Effekte, verursacht durch die Oberflachenspannung, 
wohl kaum beobachten lassen werden. 


V. Ermittlung der Lavalzustande! 


In diesem Abschnitt wollen wir darangehen, die Zustaénde im engsten Quer- 
schnitt der Schubdiise zu berechnen; jene GréBen also, die unbedingt bekannt 
sein miissen, wenn es um die Ermittlung des Mengendurchsatzes und damit des 
Schubes geht. Der Grundgedanke der Rechnung ist einfach und allgemein be- 
kannt: Die Mengenstromdichte (yw) = (w/v) muB8 fiir den engsten Diisen- 
querschnitt F* ein Maximum werden, sonst ist die Kontinuitatsgleichung fiir 
den Stromfaden 


ywF = — F = const. 
Uv 


verletzt. (Es bedeuten hier: y das spezifische Gewicht, w die Strémungsge- 
schwindigkeit und F den Querschnitt an einem bestimmten Ort des Stromfadens, 
das heiBt in unserem Fall der Schubdiise.) In der Gasdynamik wird nun gezeigt, 
daB die Bedingung (y w) = Maximum! fiir den engsten Diisenquerschnitt gleich- 
bedeutend ist mit der Aussage, daB die Strémungsgeschwindigkeit in eben diesem 
Querschnitt gleich der dort herrschenden Schallgeschwindigkeit ist. Dieses in 


1 Nach einem Vorschlag von E. ScumipT werden hier die ,,kritischen Zustande“‘ 
im engsten Diisenquerschnitt als ,,LavaL-Zustande“ bezeichnet. 
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der Gasdynamik allgemein giiltige Ergebnis ist jedoch fiir uns durchaus nicht 
bindend; warum, wollen wir gleich naher erértern: Mehrphasengemische, wie 
etwa nasser Dampf, den wir hier als stré6mendes Medium verwenden, kénnen aus 
prinzipiellen Griinden nicht bis in ihre kleinsten Teile homogen sein; sonst waren 
sie ja gar keine Mehrphasengemische. Gase bestehen jedoch immer — wie viele 
Komponenten sie auch enthalten mégen — nur aus einer Phase. Die Gasdynamik 
braucht daher auf Inhomogenitaten ihrer str6menden Substanzen keine Riick- 
sicht zu nehmen, sondern setzt deren Homogenitat voraus. 

Wir haben im Abschnitt II die Forderung aufgestellt, die fliissige Phase im 
NaBdampf mége so fein verteilt sein, daB die geniigend rasche Einstellung des 
thermodynamischen Gleichgewichtes in jedem Diisenquerschnitt gewahrleistet ist. 
Wenn wir aber die Frage stellen, unter welchen Umstanden sich der NaBdampf 
als homogene Substanz gegeniiber kleinen St6rungen verhalt, so fiihrt das auf 
Bedingungen, welche die Frequenz der Stérung, bzw. die Stérgeschwindigkeit 
beinhalten und keine physikalische Beziehung zu der bereits erwahnten For- 
derung des Abschnittes II haben. Wir kénnen uns das anschaulich folgender- 
maBen klar machen: Wird in einer NaBdampfatmosphare eine Schallschwingung 
erregt, so ist es ohne weiteres moéglich (etwa bei geniigend hoher Frequenz der 
Schwingung), daB die Ausbreitung der Schwingung von der Dampfphase allein 
iibernommen wird. Die Tragheit der fein verteilten Wassertrépfchen kann sich 
so stark bemerkbar machen (besonders, wenn eine gegenseitige Beeinflussung der 
Trépfchen wegen ihres groBen gegenseitigen Abstandes, das heiBt bei ziemlich 
trockenem Dampf, ausgeschlossen ist), daB sie die Schwingung der Dampfphase 
praktisch nicht mitmachen. In einem solchen Falle verhalt sich der NaBdampf 
beziiglich einer Schallwelle nicht mehr wie ein homogenes Medium. Wenn, wie 
wir bereits erwahnt haben, die Ausbreitung einer Stdrung von einer Phase des 
NaBdampfes (z. B. der Dampfphase) allein iibernommen wird, so wird auch die 
Ausbreitungsgeschwindigkeit dieser St6rung, die Schallgeschwindigkeit, nur von 
den thermodynamischen Zustanden in dieser Phase bestimmt. Das fiihrt zu 
eigenartigen Folgerungen: Eine Schubdiise kann auf Grund der erfiillten Vor- 
aussetzungen aus Abschnitt II folgerichtig als LAvAL-Diise ausgefiihrt worden 
sein und trotzdem kann die Strémungsgeschwindigkeit auch im erweiterten 
Diisenteil unterhalb der dort herrschenden Schallgeschwindigkeit liegen. Des- 
gleichen kann in gewissen Fallen eine von auBen kommende Stérung stromauf- 
warts durch die Diise bis in die Wirbelkammer dringen. Es soll hier aber noch- 
mals betont werden, daB solche Besonderheiten nur bei Strémungen von Mehr- 
phasengemischen auftreten k6nnen. 

Wir wollen jetzt, genau wie im Abschnitt III bei der Analyse der Vorgange 
im Speicher, die thermodynamischen Zustande in der Schubdiise auf tabellierte 
Gr6éBen zuriickfiihren sowie ein Verfahren zur Ermittlung der LAvAL-Zustande! 
angeben. Beginnen wir mit der Strémungsgeschwindigkeit in einem beliebigen 
Diisenquerschnitt. Diese ergibt sich aus Gl. (8) zu 


w? = 2 g(t) — 1), (36) 
wobei 7 hier als ,,laufende Koordinate“ zu verstehen ist, also die Enthalpie im 
eben betrachteten Querschnitt (in welchem die Strémungsgeschwindigkeit w 
herrscht) bedeutet. Gleichzeitig wurde vorausgesetzt, daB die Enthalpie des 


HeiBwassers beim Zerstauben konstant bleibt. Also: 


1) = 19. (37) 


1 Unter gewissen Vernachlassigungen wurden die Lavat-Zustande fiir einen 
speziellen Fall in [6] berechnet. 
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(Der Index 1 kennzeichnet die Zustande in der Wirbelkammer.) Da die Be- 
wegung der einzelnen Wassertrépfchen in der Wirbelkammer schon kurz hinter 
der Zerstaubungsdiise eine vollkommen ungeordnete sein wird, kénnen wir sie 
ohne weiteres als thermische Bewegung auffassen, so daB ein Enthalpieverlust 
bei der Zerstaubung nur durch Warmeiibergangs- und Wéarmeleitungseffekte 
innerhalb der Zerstaubungsdiise zustandekommen kann. 


Wir formen nun die Enthalpie 7 gemaB der Beziehung (18) um und erhalten 
nach Division durch 2 g 
apt 


s = lo —t'— x7. (38) 
5 

Beachten wir nun weiter, daB die Abstrémung des NaBdampfes aus der Wirbel- 

kammer adiabatisch, das heiBt im reibungsfreien Fall isentrop erfolgt, so k6nnen 

wir den Dampfgehalt x mit Hilfe der Entropie s, des NaBdampfes in der Wirbel- 

kammer, sowie der Entropie s’’, bzw. s’ des Sattdampfes, bzw. des Wassers an 

der unteren Grenzkurve ausdriicken. Es mu8 namlich die Gleichung 


= sas fas” —s)) as +47 (39) 


bestehen und aus dieser folgt 
T 
unk (s, — s’). (40) 
Wir haben hier den Ausdruck (s’’ — s’) gleich durch die Verdampfungswarme r 


und die absolute Temperatur T gemaB 


(s’ — s') = F (41) 
ausgedriickt. Somit erhalt Gl. (38) nach Einsetzen von (40) die Form: 
ap2 
55 = to — 1+ Ts'—Ts,. (42) 
5 


ig ist durch den Speicherdruck bzw. die Speichertemperatur bestimmt, 
(— «+ Ts’) durch den Druck bzw. die Temperatur im jeweils betrachteten 
Diisenquerschnitt; die Entropie s, des NaBdampfes in der Wirbelkammer, die 
hier als Parameter auftritt, l4Bt sich leicht aus dem Speicherdruck und dem 
Druck in der Wirbelkammer (bzw. den entsprechenden Temperaturen) be- 
rechnen, wie gleich gezeigt werden soll. Spalten wir namlich Gl. (37) gemaB (18) 
auf, so erhalten wir: 


to = 1, + 417, (43) 
und nach x, aufgelést: 

ac 

X_ os ‘ (44) 

Und nun folgt, als Spezialfall von (39), fiir die Entropie in der Wirbelkammer 
’ 1 

Ss, =S —_ ra ieee (45) 
1 1 1 ol 


Aus (44) und (45) gewinnen wir durch Eliminierung von x, die Beziehung fiir s,. 
Sie lautet: 


, 1 “he ai 
S$, = Sy ae — , ). (46) 
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Wir kénnen mit ihr s, bei bekanntem Speicher- sowie Wirbelkammerdruck unter 
Beniitzung der Wasserdampftafeln berechnen. 
if kom/bo 


Sar* 
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Gl. (42) wurde in Tafel II graphisch veranschaulicht. Das Diagramm enthalt 
s, und Py (statt 79’) als Parameter. Es kann, wie im nachsten Abschnitt noch zu 
sehen sein wird, auch zur Anpassung der Schubdiise an den AuBendruck ver- 
wendet werden. Desgleichen ist es méglich, den Enthalpieverlust bei der Zer- 
staubung sowie die Reibungsverluste der Stromung in der Schubdiise naherungs- 
weise zu beriicksichtigen. Um den Enthalpieverlust zu erfassen, wahlt man ein 
entsprechend geringeres 7)’, als es dem Speicherdruck entsprechen wiirde; den 
Gleichgewichtsdruck, der zu jenem kleineren 7)’ gehdrt, nimmt man nun als 
Parameter J’, fiir das Diagramm. Die Beriicksichtigung der Reibungsverluste 
in der Schubdiise gestaltet sich gleichfalls sehr einfach. Da diese proportional 

2 
> angesetzt werden kénnen, ist ihre Beriicksichtigung bei der Bestimmung 
<§ 
der Ausstrémgeschwindigkeit wie auch der Strémungsgeschwindigkeit in einem 
beliebigen Querschnitt der Schubdiise ohne weiteres méglich. 

Zur Ermittlung der LAvAL-Zustande ben6tigen wir jetzt noch die Veradnder- 
lichkeit des spezifischen Volumens v des NaBdampfes langs einer Adiabate. Nach 
kurzer Umformung folgt aus Gl. (22) mit Riicksicht auf y = 1/v: 

v=v' + xv" —Vv’). (47) 
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Den Dampfgehalt x langs der Adiabate, den wir hier bendtigen, haben wir in 
Gl. (39) ausgerechnet. Das fiihrt auf 


g= y+ hs vibes. (s, — s’). (48) 


Nun ist aber gemaB der CLAusius-CLAPEYRONSchen Gleichung (24) 
T(v’—v') aT 


r dP’ 
womit wir (47) die vereinfachte Form 





a aT (49) 
v=v—-S 354 TSF 
a 3 
geben kénnen. Diese Formel ist in Tafel III als Kurvenschar mit s, als Parameter 
LEA nin 
12 
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dargestellt. Zu beliebigen vorgegebenen Speicher- und Wirbelkammerzustanden, 
charakterisiert durch 7)’ und s,, kannnun fiir jede Temperatur die Mengenstrom- 
dichte yw =w/v berechnet und so eine schrittweise Annaéherung an deren 
Maximum erzielt werden. Die zum Maximum der Mengenstromdichte gehorige 
Temperatur 7* ist die Lavat-Temperatur. Damit sind alle GréBen bekannt, die 
zur Bestimmung des Schubes benétigt werden. 
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Diese einfache Methode wird wohl fiir die meisten praktisch vorkommenden 
Falle ausreichen. Sollte es dennoch einmal erforderlich sein, das Maximum der 
Mengenstromdichte mit hdéherer Genauigkeit zu bestimmen, so kann man wie 
folgt verfahren: Aus der Forderung Mengenstromdichte = Maximum! das heibt 


a{*)=0 (50) 
erhalt man durch Ausdifferenzieren: 

dw — — dv = 0. (51) 
Eliminiert man in (51) dw mit Hilfe der Bewegungsgleichung (6), so fiihrt das zu 
der Bedingung 


(52) 


der die Strémungsgeschwindigkeit w geniigen muB, falls ein Maximum der 
Mengenstromdichte vorliegen soll. Formell stellt (52) nichts anderes dar als den 
bekannten Ausdruck fiir die Schallgeschwindigkeit c* = dP/do, wovon man sich 


; 1 ie Mes 
durch Einsetzen von 9 = -— leicht iiberzeugt. Physikalisch hat jedoch (52) 


Oo 


5 U 
nichts mit dem Begriff der Schallgeschwindigkeit zu tun. Setzt man schlieBlich 
in (52) die Werte fiir v aus (49) ein, so nimmt (52) die Gestalt 


(. ym =) 
v’ — s’ -—— 


t $35 
bi .w2 —-—— (53) 
> (av as’ aT os, 
“\aT” aP dP” * dP? 
an. Fiir bekanntes 7)’ sowie bekanntes s, stellen (53) und (42) (dieser Gleichung 
muB ja w ebenfalls geniigen) zwei Kurven dar, deren Schnittpunkt die LAVAL- 
Temperatur bzw. den Lavat-Druck fixiert. Kennt man diesen, so findet man 
die Mengenstromdichte aus den Gln. (42) und (49), bzw. die iibrigen thermo- 
dynamischen Zustandsgr6Ben, falls diese von Interesse sind, aus den Wasser- 
dampftafeln. 

Wie man sofort erkennt, ist dieses Verfahren jedoch wesentlich komplizierter, 
als das zuerst genannte. Immerhin ware es vielleicht lohnend, die LAVAL-Zu- 
stande fiir sdmtliche in Betracht kommenden Werte der Parameter 7,’ und s, 
nach den Gln. (42) und (53) von einer programmgesteuerten Rechenmaschine 
berechnen zu lassen. 





VI. Diisenanpassung an den AuBendruck und Abschatzung der Verluste bei 
Fehlanpassung 

Nachdem wir nun die Frage nach den LAvaL-Zustanden beantwortet haben, 
wollen wir gleich darangehen, einen anderen, fiir die Konstruktion der Schub- 
diise wichtigen Punkt zu behandeln. Gemeint ist die Anpassung der Diise an den 
AuBendruck oder, was eigentlich dasselbe bedeutet, die Ermittlung des Diisen- 
endquerschnittes. Hat man es — im einfachsten Fall — mit konstantem Wirbel- 
kammerdruck P, und konstantem AuBendruck P, zu tun, dann eriibrigt sich 
wohl ein naheres Eingehen auf diese Frage. Man braucht nur die zum AuBen- 
druck P, gehérige Mengenstromdichte aus den Gln. (42), (46) und (49) zu be- 
stimmen und erhalt dann sofort aus der Kontinuitatsgleichung den gesuchten 


Astronaut. Acta, Vol. III, Fasc. 2 12 








170 H. BEDNARCZYK: 


Diisenendquerschnitt Fy. In der Regel werden jedoch die Verhaltnisse nicht so 
einfach liegen. Bei thermischen Raketen ist der AuBendruck infolge der groBen 
durchflogenen Hohendifferenz alles andere als konstant. Bei Wasserdampf- 
raketen wird die Veranderlichkeit des AuBendruckes weniger ins Gewicht fallen 
— man denkt ja vor allem daran, sie als Starthilfe zu verwenden —, jedoch 
darf die prinzipielle Veranderlichkeit des Speicher- und damit auch des Wirbel- 
kammerdruckes nicht iibersehen werden. In beiden Fallen wird, obwohl durch 
verschiedene Ursachen bedingt, der AuBendruck P, wahrend eines GroBteiles 
des Betriebsintervalles der Rakete nicht mit dem Diisenenddruck P, iiberein- 
stimmen. Von einer optimalen Anpassung der Schubdiise wahrend des ganzen 
Betriebsintervalles kann also nicht die Rede sein. Es fragt sich nur, was giin- 
stiger ist: den Diisenenddruck iiber oder unter den AuBendruck zu legen (,,Uber- 
anpassung‘‘, bzw. ,,Unteranpassung‘‘). Liegt der Diisenenddruck unterhalb des 
AuBendruckes, dann geschieht etwas sehr Unangenehmes: Es lauft ein Ver- 
dichtungsstoB von auBen in den erweiterten Diisenteil hinein und bleibt in diesem 
,»hangen“. Durch einen VerdichtungsstoB wird nun bekanntlich Bewegungs- 
energie des strémenden Mediums in Warme- und Druckenergie zuriickver- 
wandelt; ein Vorgang, den man mit einer Schubdiise durchaus nicht beabsichtigt. 
Weiters zeigen sich hinter dem VerdichtungsstoB gewdhnlich Abldésungser- 
scheinungen der Strémung, die durch den starken Druckanstieg in der Grenz- 
schicht, der als Folge des VerdichtungsstoBes auftritt, hervorgerufen werden [15]. 
Der Diisenteil, der sich stromabwarts iiber den VerdichtungsstoB hinaus er- 
streckt, ist demnach als nutzlos zu bezeichnen. Obwohl nun gemaé8 den Aus- 
fiihrungen des Abschnittes V in der Schubdiise einer Wasserdampfrakete bei 
Unteranpassung kein Verdichtungssto8 aufzutreten braucht, denn ein solcher 
kann nur entstehen, wenn die Strémungsgeschwindigkeit iiber der Schallge- 
schwindigkeit liegt, wollen wir diesen Fall hier ausschlieBen; und zwar aus 
folgendem Grunde: Die Schallgeschwindigkeit in geséttigtem Wasserdampf von 
100° C (Zustand am Diisenendquerschnitt) liegt bei 420 m/s. Die Ausstrém- 
geschwindigkeit erreicht aber schon bei Speicherdriicken von 50 kp/cm? 500 m/s. 
Es ist also nur bei geringen Speicherdriicken mit der oben erwahnten Besonder- 
heit zu rechnen und wir wollen sie’ deshalb hier auBer acht lassen. Legen wir hin- 
gegen den Diisenenddruck iiber den AuBendruck, so tritt kein VerdichtungsstoB 
und damit auch keine Ablésung der Strémung in der Schubdiise ein. Die Druck- 
und Warmeenergie, die bei optimaler Anpassung noch in Bewegungsenergie des 
Treibstrahles hatte verwandelt werden kénnen, auBert sich nach E. MACH im 
Auftreten von Wellen im Treibstrahl. Diese stellen aber, ein weitaus geringeres 
Ubel dar, als ein VerdichtungsstoB mit nachfolgender Strahlablésung. DaB der 
Gedanke der Uberanpassung bei der Auslegung von Schubdiisen thermischer 
Raketen tatsachlich angewendet wird, zeigen etliche Photographien vom Flug 
solcher Raketen in héheren Luftschichten (wo also der AuBendruck schon unter 
den Diisenenddruck gesunken ist), bei denen man deutlich die Druckwellen im 
Treibstrahl erkennen kann. Wir wollen die Schubdiise unserer Wasserdampf- 
rakete gleichfalls so auslegen, daB sie am Ende des Betriebsintervalles, also bei 
geringstem Speicherdruck optimal (P, = P,) angepaBt ist; bei Betriebsbeginn 
arbeitet sie dann als iiberangepaBte Diise. Mit Hilfe der Tafeln II und III kann 
man den Schubverlust infolge Uberanpassung angendhert erfassen. Zu diesem 
Zweck verfahren wir wie folgt: Wir greifen einen beliebigen Speicherdruck her- 
aus, fiir den wir den zugehorigen, augenblicklichen Schubverlust R, bestimmen 
wollen. Zu diesem Speicherdruck ermitteln wir die Ausstrémgeschwindigkeit, 
die bei optimaler Anpassung auftreten wiirde. Ferner errechnen wir das Maximum 
der Mengenstromdichte und damit den Mengenstrom, da der engste Querschnitt 
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der Schubdiise festliegt. (Wir haben ja die Abmessungen unserer Schubdiise be- 
reits auf den Speicherenddruck abgestimmt.) Kennen wir die optimale Aus- 
stré6mgeschwindigkeit und den Mengendurchsatz, so kennen wir auch den Schub 
Ro», der bei optimaler Anpassung erreicht werden kann. Am Diisenendquer- 
schnitt F, ist aber, wie schon erwahnt wurde, nichts mehr zu andern. Wir be- 
rechnen jetzt mit seiner Hilfe die im Diisenendquerschnitt herrschende Mengen- 
stromdichte nach der Kontinuitatsgleichung 


(54) 


Aus den Tafeln II und III bestimmen wir nun die zu der Mengenstromdichte w/v, 
gehérige Strémungsgeschwindigkeit w,. Diese stellt die Ausstrémgeschwindigkeit 
fiir die iiberangepaBte Schubdiise dar, mit welcher sich der tatsachlich wirkende 
Schub R aus 


ergibt. Der Schubverlust R, ist dann durch die Differenz (Ro»,— R) gegeben. 
Will man den gesamten Antriebsverlust ermitteln, den die Rakete infolge Uber- 


anpassung der Schubdiise erleidet, so mu8 man das Integral f R, dt berechnen. 


Die Integration, die man am zweckmaBigsten graphisch durchfiihren wird, ist 
iiber das gesamte Betriebsintervall t zu erstrecken. 


Den Speicheranfangsdruck zu suchen, fiir den das Integral f R, dt ge- 


gebenenfalls ein Minimum wird, hat wenig Sinn; denn, wie KOLLE [1] richtig 
argumentiert hat, hangen die Fragen beziiglich eines Maximums des Gesamt- 


antriebes i’ R dt je Gewichtseinheit der leeren Rakete wesentlich von den Eigen- 


schaften des Speicher-Baumaterials ab. 


VII. Diisenform und Verdampfungsgeschwindigkeit 


Im Abschnitt II wurde der Vorschlag gemacht, das HeiBwasser beim Austritt 
aus dem Speicher zu zerstauben; auf diese Weise soll erreicht werden, da8 sich 
die beiden Phasen des NaBdampfes bei der Stroémung durch die Schubdiise ,,mit 
hinreichender Genauigkeit‘’ im thermodynamischen Gleichgewicht befinden. 
Nun, das war wohl etwas zu journalistisch ausgedriickt, und deshalb wollen wir 
uns jetzt die Aufgabe stellen, dasjenige genauer unter die Lupe zu nehmen, was 
wir ein wenig leichtfertig als ,,hinreichende Genauigkeit“’ bezeichnet haben. 

Es ist wohl einleuchtend, da8 man einem nassen Dampf selbst bei auBerst 
feiner Zerstaubung (vgl. dazu die Ausfiihrungen des Abschnittes IV) nicht zu- 
muten darf, die Einstellung des thermodynamischen Gleichgewichtes beliebig 
rasch vorzunehmen. Das heiBt also, wenn wir z. B. die adiabatische Zustands- 
anderung des NaBdampfes in der Schubdiise betrachten, daB die gemessenen 
Werte des Druckes, der Temperatur usw. immer eine gewisse Abweichung von 
den analogen, nach den Dampftafeln berechneten GréBen zeigen werden. Es 
sei hier ausdriicklich bemerkt, daB die eben erwahnte Abweichung nichts mit 
Reibungs- oder Warmeableitungseinfliissen zu tun hat; hier liegt vielmehr ein 
Problem des Warme- und Stoffaustausches zwischen der fliissigen und der gas- 
férmigen Phase des NaBdampfes vor. Da im thermodynamischen Gleichgewicht 
Warme- und Stoffaustausch zwischen den beiden Phasen nicht voneinander un- 


19° 
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abhangig sind, kénnen wir uns auf die Betrachtung eines der beiden Vorgange 
beschranken. Welchen man wéahlt, ist eine Sache der ZweckmaBigkeit; wir 
wollen uns hier fiir den Stoffaustausch entscheiden. 

Kehren wir jetzt zum speziellen Fall der adiabatischen Expansion des Nab- 
dampfes in der Schubdiise zuriick. Dieser wird, falls wir mit der Expansion an 
der unteren Grenzkurve beginnen, im Verlaufe der Expansion immer trockener 
werden; es muB also dauernd Wasser nachverdampfen. Dieser Verdampfungs- 
vorgang wird an der Oberflache der fliissigen Phase, also der (durch Zerstaubung 
erzeugten) Wassertrépfchen stattfinden. Eine Dampfbildung auch im Innern der 
Tr6épfchen diirfte wohl ausgeschlossen sein. Es liegt nun nahe, als MaB fiir die 
Abweichung der tatsdchlich durchlaufenen kinetischen Zustandsdnderung von 
der Gleichgewichts-Adiabate die pro Zeiteinheit und Oberflacheneinheit der 
fliissigen Phase zu bildende Dampfmenge zu wahlen, die gemaB der Gleichge- 
wichts-Adiabate entstehen miiBte. Je geringer diese ,,Oberflachenbelastung“ 
der fliissigen Phase sein wird, um so geringer wird auch die Abweichung der Ex- 
pansionskurve von der Gleichgewichts-Adiabate sein. Als ,,zulassige Ober- 
flachenbelastung“’ « wollen wir nun jene bezeichrien, fiir welche die eben er- 
wahnten Abweichungen vom technischen Standpunkt gesehen vernachlassigbar 
klein werden. Ob « druck- und temperaturabhiangig ist, bleibe einstweilen dahin- 
gestellt. 

Doch nun zur Kernfrage dieses Abschnittes: Wie muB man eine Schubdiise 
ausbilden, so daB zwar in jedem Querschnitt die zulassige Oberflachenbelastung 
erreicht, jedoch nirgends iiberschritten wird? Niitzt man das zulassige e¢ nicht 
voll aus, so erhalt man langere Diisen, die unweigerlich gr6Bere Reibungsverluste 
mit sich bringen. Das Ziel der folgenden Untersuchung wird also sein, eine Be- 
ziehung zwischen dem jeweiligen Diisenquerschnitt F und seiner Ortskoordinate z 
(s. Abb. 4), welche die eben gestellte Bedingung erfiillt, anzugeben. 

Bezeichnen wir mit O’ die gesamte Oberflache der fliissigen Phase einer NaB- 
dampfmenge vom Gewicht G, dann ist ¢ offenbar gegeben durch die Gleichung 

1 DG" 
O' dt 
wobei DG’ /dt die substanzielle Anderung des Ge- 
wichtes der Dampfphase in der Zeiteinheit, also 
die entstehende Dampfmenge bedeutet. Aus der 
Oberflache der fliissigen Phase 

0’ = Na? 
sowie deren Volumen 


(56) 


E = 


oral 





Wirbelkammer 
Uf 
N 


Lusenen 


Ms A 
V’'=N~— 3 
6° 


(N ist die Anzahl der Wassertrépfchen vom mittleren Durchmesser 6 in der NaB- 

dampfmenge G) ergibt sich folgende Darstellung fiir O’: 
6 

ae V' gr 4 57 

O 5 (57) 

Nun fiihren wir gemaB Gl. (16) den spezifischen Dampfgehalt x ein. Wenn wir 

beachten, daB das Gesamtgewicht G der betrachteten NaBdampfmenge wahrend 

der Verdampfung konstant bleibt, finden wir fiir die substanzielle Anderung 

von G”: 
ut d 
DG =67% =6w%. (58) 


arte - 
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(57) und (58) in (56) eingesetzt, fiihrt dann auf 
Bil lca 
ik all 4 dz 
Den Faktor G/V’ berechnen wir mit Hilfe der Gln. (1), (14) und (16), die ja all- 
gemeine Giiltigkeit besitzen und nicht auf die Zustande im Speicher beschrankt 
sind. Wir erhalten 
G y’ 
= —, ( 
, i. = — 
womit wir dann (56) nach einer kleinen Umordnung die Gestalt 


(61) 


geben kénnen. (61) stellt eine Differentialgleichung fiir die Abhangigkeit T = 7 (z) 
der Temperatur von der Ortskoordinate z dar. Kennt man diese, so kann man 
die gesuchte Diisenform F = F(z) aus der Kontinuitatsgleichung ermitteln: 


Pe a fl 
@) =O ire) 
Das spezifische Volumen v sowie die Geschwindigkeit w sind dabei natiirlich 
langs der Adiabate zu nehmen. Bringen wir nun noch Gl. (61) auf eine Form, 
die der graphischen bzw. numerischen Behandlung angepaBt ist. Wir schreiben 

statt (61) 


(62) 


by’ d 
Bn! ale peal ee OF sod 6 
az ln (1 — x)-dT (63) 


SchlieBlich berechnen wir noch den Ausdruck (1 — x) mittels Gl. (40). Das ergibt: 


- 
4 


(1 — x) ua (s” — s,) (64) 


und nach erfolgter Riicksubstitution in (63) 


. al 
i 2 ee 2 ee gage (65) 
3 


dy’ 
6e 
hinreichend konstant ist. ¢, das experimenteil zu bestimmen ist, wird ohnehin 
nur als Mittelwert zu erhalten sein; und bei dem Produkt dy’ heben sich die 
Abweichungen seiner Faktoren zumindest teilweise weg, da 6 im Verlauf der 
Expansion ab-, y’ jedoch zunimmt. Um sicher zu gehen, da wir keine zu groBe 
Oberflachenbelastung in die Rechnung einfiihren, wahlen wir am besten fiir y’ 
den Wert am Diisenendquerschnitt, also 

ry: (66) 
Unter diesen Voraussetzungen kénnen wir nunmehr Gl. (65) in der Form 

T 

— _ w = In 2 (s’’ — s,) dT (67) 


Wir wollen nun die vereinfachende Annahme treffen, daB der Faktor 


= 


schreiben. Das Integral 
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wird man wohl am giinstigsten graphisch auswerten. Die gesuchte Diisenform 
ergibt sich dann, wie bereits erwahnt, aus Gl. (62). Dies wurde fiir einen 
Speicheranfangsdruck Py von 100 kp/cm? sowie fiir eine Druckdifferenz (P) — P,) 
zwischen Speicher und Wirbelkammer von 5 kp/cm? durchgefiihrt; der ver- 
wendete Wert von ¢ erscheint durch Versuche von O. LINNE [16] hinreichend 
gesichert. Das Ergebnis ist in Tafel IV festgehalten; es stellt den Meridian- 
schnitt der gesuchten Schubdiise dar, mit denselben Koordinaten, wie sie in 
Abb. 4 eingefiihrt wurden. 


a ee | 
an voms¥kgh 
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B= thafem* 
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Tafel IV. 1. Schubdiise mit konstantem ¢ = 0,33 kp/m*s iiber die gesamte Diisenlange. 
2. Kegelformige Ersatzdiise mit gleichem, mittlerem ¢ = 0,33 kp/m*s (gemittelt iiber die 
gesamte Diisenlange) 


Zu dieser Diisenform mu8 allerdings noch einiges bemerkt werden: Die 
trompetenartige Erweiterung der Diise biirgt zwar fiir volle Ausniitzung des zu- 
lassigen ¢ in jedem Querschnitt; je ausgepragter aber die Trompetenform wird, 
um so weniger ist man berechtigt, die Diisenstrémung mit Hilfe der Stromfaden- 
theorie zu behandeln. Das ist natiirlich kein Argument, das gegen die Verwendung 
trompetenartig erweiterter Diisen ins Treffen gefiihrt werden kann; es ware 
vielmehr als straflich zu bezeichnen, eine schlecht konstruierte Diise mit der 
groBen Bequemlichkeit, welche die Stromfadentheorie nun einmal dem Techniker 
bietet, entschuldigen oder gar rechtfertigen zu wollen. Die Tatsache, die gegen 
trompetenartig erweiterte Diisen spricht, ist eine ganz andere: Von einer Schub- 
diise verlangt man, daB sie einen Gasstrahl erzeugt, dessen Stromlinien (zu- 
mindest unmittelbar hinter dem Diisenendquerschnitt) médglichst parallel zu- 
einander sind. Eine solche ,,Parallelstrahldiise‘‘ [17] (wobei zunachst auf die 
Zusatzbedingung konstanter Zustande iiber den Diisenendquerschnitt verzichtet 
werden soll) ergibt namlich den gréBten Schub unter allen Diisen mit gleichem 
Mengendurchsatz und gleicher (mittlerer) Ausstro6mgeschwindigkeit. Die Parallel- 
strahldiise ist nun nicht trompetenférmig erweitert, sondern im Prinzip nach 
dem in Abb. 4 skizzierten Meridianschnitt gestaltet. Es erhebt sich nun die 
Frage, ob nicht eine kegelférmig erweiterte Diise, die zweifellos groBe fabrika- 
torische Vorteile bietet, eine tragbare KompromiBlésung zwischen Parallel- 
strahldiise und trompetenférmig erweiterter Diise mit konstantem ¢ darstellt. 
Freilich muB auch bei einer solchen KompromiBlésung die zulassige Oberflachen- 
belastung ¢ Richtschnur fiir die Auslegung bleiben. Wir wollen daher von Gl. (61) 
ausgehen. Etwas umgeformt lautet diese: 


dz oy w (68) 


= 6G: l—s 
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Fiir die lokale GréBe dz/dx, also den Differentialquotienten, setzen wir nun einen 
mittleren Wert, den Differenzenquotienten, gebildet aus den entsprechenden 
GroBen im Diisenendquerschnitt und in der Wirbelkammer. Das heiBt also: 
An Stelle von dz/dx tritt der Ausdruck 
ates (69) 
ag % 
Die Differenz z, — z, bedeutet nun nichts anderes als die gesamte Lange / der 
Schubdiise. Somit gewinnen wir aus (68) als Bedingung fiir die Mindestlange einer 
kegelférmig erweiterten Schubdiise die Formel 


Oy9' Wm 
l= , ; ae (X5 — 3). (70) 
wm und xm bedeuten hier geeignete Mittelwerte der Strémungsgeschwindigkeit 
und des Dampfgehaltes zwischen Wirbelkammer und Diisenendquerschnitt. 
Gleichzeitig wurde Gl. (66) beriicksichtigt. Die Wahl der Mittelwerte wm und %m 
unterliegt natiirlich bis zu einem gewissen Grad der Willkiir. Der Einfachheit 
halber verwenden wir in unserem Falle die arithmetische Mittelwertbildung. Es 
wird dann 
] 
Wm => Wp (71) 
(bei Vernachlassigung der Stro6mungsgeschwindigkeit w, in der Wirbelkammer 
gegen die Ausstrémgeschwindigkeit w,) und 


Xm = B.4 (%_ + %). (72) 


2 
Fiihrt man (71) und (72) in (70) ein, so erhalt man nach kurzer Rechnung 





0 V2" . Hq — *4 

- -. Sea) (73) 
Nach dieser Formel wurde eine kegelférmige Schubdiise fiir die schon auf 
S. 173 angegebenen Speicher- und Wirbelkammerzustande berechnet, und das 
Ergebnis zum Vergleich in Tafel IV mit eingezeichnet. Wie man sieht, sind die 
Abweichungen der beiden Meridianschnitte voneinander — zumindest in dem 
vorliegenden Spezialfall — nicht bedeutend. Das diirfte jedoch bei allen Schub- 
diisen, die auf normalen AuBendruck (P, = 1 kp/cm?) entspannen, der Fall sein. 
Es wird sich also empfehlen, die einfache Gl. (73) der viel unangenehmer zu hand- 
habenden Gl. (67) bei der Dimensionierung von Schubdiisen vorzuziehen. Man 
wird aber — dies wurde schon 6fter in dieser Arbeit betont — bei der Auslegung 
von Schubdiisen, die auf sehr geringen AuBendruck expandieren, besondere Vor- 
sicht walten lassen miissen, damit das nicht unbetrachtlich gréBere Enthalpie- 
gefalle, das in solchen Fallen prinzipiell zur Verfiigung steht, auch méglichst 

volistandig ausgeniitzt wird. 
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Jahrbuch 1955 der Wissenschaftlichen Gesellschaft fiir Luftfahrt e.V. (WG@L). Mit den 
Vortragen der WGL-Tagung in Augsburg vom 12. bis 15. Oktober 1955. Heraus- 
gegeben von H. BLENK. Mit 474 Textabb., 360 S. Braunschweig: F. Vieweg & Sohn. 
1956. Geb. DM 48.—. 


Das Jahrbuch 1955 der WGL umfaBt 41 Vortrage, die auf der Augsburger Tagung 
gehalten wurden. NaturgemaB8 stehen bei einer Luftfahrertagung Themen aus der 
Aerodynamik — Stré6mung um Deltafliigel, Ringfliigel, Strahlklappen, schallnahe 
Stromung, Interferenz, um nur einige zu nennen — im Vordergrund. Zwei zusammen- 
fassende Referate geben einen Uberblick tiber neue Ergebnisse und Entwicklungs- 
moéglichkeiten in der theoretischen Gasdynamik (R. SAUER) bzw. tiber die Aero- 
dynamik des Tragfliigels im Unter- und Uberschall (E. TRUCKENBRODT). Einen fast 
ebenso breiten Raum nehmen die Vortrage tiber Flugzeugsteuerung ein; hier sei ein 
zusammenfassender Bericht tiber Probleme der automatischen Steuerung (K. H. 
DoeEtscH, Farnborough) besonders vermerkt. Die tibrigen Vortrage beschaftigen 
sich mit Fragen der Versuchstechnik, Triebwerkstheorie, Flugmechanik, Statik, 
Werkstoffkunde und Meteorologie sowie mit allgemeineren Problemen (Rechtsfragen, 
Larmschutz u. a.). Es ist an dieser Stelle leider nicht méglich, alle Beitrage einzeln 
zu wiirdigen; als Beispiel sei daher nur der Bericht tiber einen bei der S.N.E.C.M.A., 
Paris, entwickelten Windkanaltyp angefiihrt, der mit Strahlantrieb arbeitet und bei 
relativ geringen Erstellungskosten und Ladeleistungen besonders fiir Versuche an 
Triebwerken geeignet ist (O. FRENZL). Insgesamt gibt das Jahrbuch einen guten, 
wenn auch nicht ersch6pfenden Einblick in alle Forschungsgebiete, die fiir die heutige 
Luftfahrttechnik von Interesse sind; es erscheint dadurch wohl geeignet, der 
deutschen Luftfahrtforschung nach dem Wunsche des Herausgebers neue Freunde zu 
gewinnen. Dariiber hinaus wird auch derjenige, der die Luftfahrt als Vorstufe der 
Raumfahrt ansieht, in dem Jahrbuch manche Anregungen finden. 


H. STUMKE, Stuttgart 


Jahrbuch 1956 der Wissenschaftlichen Gesellschaft fiir Luftfahrt e.V. (WGL). Heraus- 
gegeben von H. BLENK. Schriftleitung: W. ScHuLtz. Mit 297 Textabb., XIX, 
247 S. Braunschweig: F. Vieweg & Sohn. 1957. Geb. DM 38.—. 


Das Jahrbuch 1956 der WGL enthalt vierzehn Vortrage, die bei verschiedenen Ver- 
anstaltungen der WGL oder verwandter Gesellschaften gehalten wurden, sowie 
fiinf Arbeiten, die zum Preisausschreiben 1955 der WGL eingereicht wurden. Auf 
dem aerodynamischen Sektor finden sich ein einfiihrender Vortrag iiber Probleme 
des Fluges mit hohen Geschwindigkeiten, mehrere Originalarbeiten zur Strémung 
an Fligel-Rumpf-Kombinationen und komplizierter geformten Tragfliigeln sowie zwei 
zusammenfassende Vortrage iiber Grenzschichtbeeinflussung durch Ansaugen bzw. 
Abblasen. Flugmechanischen Stabilitatsproblemen sind zwei spezielle Untersuchungen 
gewidmet. Ein Vortrag iiber die praktische Anwendung moderner Darstellungs- 
methoden der Thermochemie leitet iiber zu mehreren Artikeln iiber Triebwerks- 
fragen, die sich vor allem an den Turbinenfachmann wenden. Mit dem Strahllarm 
als wissenschaftlichem und technischem Problem beschaftigt sich ein weiterer Be- 
richt, dem auch ein umfangreiches Verzeichnis der einschlagigen Literatur beigefiigt 
ist. Steuerungsfragen werden im vorliegenden Jahrbuch nicht behandelt. Dagegen 
ist die Statik mit einer gréBeren Abhandlung iiber die Verwendung der Matrizen- 
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theorie zur rationellen Berechnung von Flugzeugtragwerken vertreten; die Methode 
ist der Arbeitsweise elektronischer Rechenmaschinen angepaBt und durch ein ent- 
sprechendes Beispiel illustriert. Drei weitere Aufsatze befassen sich mit der Ent- 
wicklung von kerbfreien Flugzeugteilen. Randgebiete der Luftfahrttechnik kommen 
schlieBlich in einem Vortrag tiber Luftbildmessung sowie in einer Untersuchung iiber 
besondere Rechtsfragen zur Sprache. Insgesamt bietet das Jahrbuch dem an der Luft- 
fahrt interessierten Forscher und Ingenieur wieder eine Fille von Anregungen und 
praktisch verwertbaren Ergebnissen und reiht sich damit ebenbiirtig den voran- 
gehenden Banden dieser Serie an. H. STUMKE, Stuttgart 


Leitfaden der Fernlenkung. Eine systematische Zusammenstellung der Verfahren und 
Anlagen der Fernlenkung. Von F. MULLER. (Ausschu8 fiir Funkortung. Lehr- 
biicherei der Funkortung: Band 2.) Mit 100 Textabb., 17 Tafeln, 200 S. Garmisch- 
Partenkirchen: Deutsche Radar-Verlagsgesellschaft m. b. H. 1955. Geb. DM 24.—. 


Bis jetzt war in der Literatur kein Werk vorhanden, das einen Uberblick iiber das 
gesamte Gebiet der Fernlenkung gibt. Das vorliegende Buch ist ein Versuch, einen 
solchen zu vermitteln, und man darf wohl sagen, daB dieser Versuch glanzend ge- 
lungen ist. Der Verfasser hat sich der miihevollen Aufgabe unterzogen, alle erreich- 
baren Unterlagen zu sammeln und in systematischer Sichtung auszuwerten. Da er 
selbst wahrend des 2. Weltkrieges an hervorragender Stelle an der Entwicklung der 
Fernlenkung mitwirkte, war er zu dieser Arbeit besonders berufen. Mit diesem Buch 
wird vieles von dem besonderen deutschen Erfahrungsschatz von gestern, das unbe- 
dingt wichtig fiir die zukiinftige Entwicklung ist, der Vergessenheit entriickt. 

Trotz des sehr groBen Tatsachenmaterials ist es dem Verfasser gelungen, das Buch 
auf maBigem Umfang zu halten. Elektronische Einzelheiten allgemeiner Art, die bei 
der Verstarkung usw. eine Rolle spielen und in der Fachwelt allgemein bekannt sind, 
werden nicht erwahnt, wodurch das Buch an Ubersicht gewinnt. 

In Teil 1 wird eine systematische Einteilung der, ferngelenkten Objekte gegeben 
ohne Riicksicht auf ihre derzeitige Realisierbarkeit oder ihr Vorhandensein in der 
bisherigen Entwicklung. In Teil 2 werden dann die Probleme und Verfahren der 
Fernlenkung behandelt und insbesondere die fernmeldetechnischen Aufgaben- 
stellungen und Lésungsmoglichkeiten betrachtet. Im dritten Teil sind Einzelheiten 
liber einige Fernlenkanlagen der deutschen Entwicklung bis 1945 bekanntgegeben. 
Viele der in diesem Teil angefiihrten Einzelheiten wurden vom Verfasser lediglich 
aus dem Gedachtnis wiedergegeben und erheben daher Anspruch nur auf Richtigkeit 
der grundsatzlichen Anordnung und der GroBenordnung. Das angeschlossene Schriften- 
verzeichnis ist sehr ausgedehnt und enthalt auBer speziellen Veréffentlichungen und 
Berichten tiber das behandelte Sondergebiet auch eine Reihe allgemeiner Arbeiten. 

Die Fille der angefiihrten Einzelheiten enthalt vieles, das einmal auch fiir die 
Weltraumfahrt von groBer Bedeutung werden kann. Der Raummangel verbietet ein 
naheres Eingehen darauf. Zusammenfassend sei jedoch hervorgehoben, daB mit 
diesem Buch ein Vakuum in der Literatur ausgefiillt wird, so da®B es jedem Inter- 


essierten auf diesem Gebiet empfohlen werden kann. 
J. M. J. Kooy, Breda 
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On the Application of the Method of Variation of Elliptic Orbit 
Elements in Case of a Satellite Vehicle? 


By 
J. M. J. Kooy’, NVR 
(With 11 Figures) 


(Received May 7, 1956) 


Abstract. In space flight we have to do with rocket vehicles travelling through 
the gravitational fields of the celestial bodies of the solar system. In case of chemical 
propulsion, the powered flight only covers a short range of the whole voyage, so that, 
throughout the major part of the trip the vehicle is freely coasting, behaving as a 
small celestial body. As long as the vehicle is in the neighbourhood of the earth, the 
terrestrial attraction will be overwhelming and in first approximation the freely 
coasting vehicle will describe a KEPLER motion. By the oblateness of the earth and 
the remaining very weak atmospheric drag at the altitudes coming into play, this 
KEPLER motion will be disturbed. As long as the vehicle remains in immediate 
neighbourhood of the earth the perturbations due to the gravitational influence of 
sun and moon will be insignificant in comparison to the influence of the terrestrial 
oblateness. Nevertheless, the solar and lunar disturbing force must be taken into 
account when a maximum accuracy will be required and the motion will be observed 
throughout years. 

For deep space ships, freely coasting throughout the solar system, the solar 
attraction will be predominant and the ship will describe in first approximation a 
KEPLER motion around the sun. 

In case of an electric space ship, a small thrust will be applied throughout the 
major part of the voyage. This small thrust can then also be considered as a perturba- 
tion, altering the instantaneous KEPLER motion around the sun. 

In all cases mentioned above, the method of variation of orbit elements can be 
applied. The six elliptic orbit elements, determining the instantaneous KEPLER 
motion are then introduced as new dependent variables in the differential equations of 
motion, by which in the general case a system of six simultaneous differential equa- 
tions of first order are obtained. This system can always be integrated by steps, 
applying the method of successive approximations. 

In the article an outline is given of the determination of the six elliptical orbit 
elements of the instantaneous KEPLER motion of an artificial earth satellite and of 
the application of the method of variation of orbit elements, if the influences of the 
oblateness of the earth and the atmospheric drag, as well as the solar and lunar 
disturbing force are taken into account, more specially in connection with the purpose 
to use the satellite as a celestial tool for geophysic research. By measuring (by 
astronomical observation) the variation of elliptic orbit elements with time and 
comparing those measurements with the results of calculation based on different 


1 Presented at the VIIth International Astronautical Congress in Rome, 
September 19, 1956. 


2 Lector K. M. A., St. Ignatiusstraat 99a, Breda, Holland. 
Astronaut. Acta, Vol. III, Fasc. 3 
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assumptions as to internal terrestrial mass distribution and atmospheric density, it 
will be possible to test these assumptions by experiment. 

In similar way an unmanned artificial satellite revolving around the moon can 
be used for the research of the internal lunar mass distribution. 


Zusammenfassung. In der Weltraumfahrt handelt es sich um Raketenfahrzeuge, 
die sich durch die Gravitationsfelder der Himmelskérper unseres Sonnensystems be- 
wegen. Wenn chemische Treibmittel verwendet werden, wirkt der Antrieb nur im 
Anfang der Fahrt und das Fahrzeug bewegt sich frei gravitierend weiter. So lange 
sich das Fahrzeug dabei in der Nahe der Erde befindet, wird die Erdanziehung vor- 
herrschen; es entsteht in erster Naherung eine KEPLER-Bewegung. 

Durch die Abplattung der Erde und den auftretenden geringen Luftwiderstand 
wird diese KEPLER-Bewegung gestért. Die st6renden Krafte der Sonne und des 
Mondes werden — so lange das Fahrzeug in Erdnahe bleibt — viel geringer sein. 
Sie kénnen aber nicht auBer acht gelassen werden, wenn die Bewegung iiber Zeit- 
strecken von Jahren verfolgt wird und eine médglichst groBe Genauigkeit erzielt 
werden muB. 

Im Falle eines frei gravitierenden Raumschiffes, das sich in gréBerer Entfernung 
im Sonnensystem bewegt, wird die Sonnenanziehung tiberwiegen; es wird in erster 
Naherung eine KEPLER-Bewegung um die Sonne beschreiben. 

Beim elektrischen Raumschiff wird der Antrieb iiber einen groBen Teil der Reise- 
strecke fortdauern. Da jedoch diese Antriebskraft gering ist, kann auch in diesem Fall 
die Bewegung in erster Linie als KEPLER-Bewegung aufgefaBt und der Antrieb als 
stérende Kraft in Rechnung gezogen werden. 

In allen oben genannten Beispielen kann die Methode der Variation der Bahn- 
elemente angewendet werden. Die sechs elliptischen Bahnelemente, welche die augen- 
blickliche KEPLER-Bewegung bestimmen, werden dann als neue, von der Zeit ab- 
hangige Veranderliche in die Bewegungsgleichungen eingefiihrt, wodurch ein System 
von sechs simultanen Differentialgleichungen erster Ordnung erhalten wird. Dieses 
System kann immer nach der Methode der sukzessiven Naherungen integriert werden. 

In der Arbeit wird schematisch angegeben, wie die sechs elliptischen Bahnelemente 
eines um die Erde umlaufenden kiinstlichen Mondes durch Beobachtung bestimmt 
werden k6nnen, und es wird kurz die Methode der Variation der Bahnelemente 
skizziert, wobei die stérenden Einfliisse der Abplattung der Erde, der Anziehung von 
Sonne und Mond und des Luftwiderstandes in Betracht gezogen werden, mit der 
Absicht, den kiinstlichen Mond als anzeigendes Gerat ftir geophysikalische Forschung 
zu gebrauchen. Durch Beobachtung der Variation der Bahnelemente mit der Zeit und 
Vergleich dieser Beobachtungen mit den Resultaten der Rechnung bei verschieden 
angenommenen Massenverteilungen innerhalb der Erde und Dichteverteilungen inner- 
halb der Atmosphare wird man imstande sein, diese Annahmen experimentell zu 
prifen. 

In gleicher Weise kénnte ein unbemanntes, um den Mond laufendes Raumfahrzeug 
fur die Erforschung der inneren Massenverteilung des Mondes verwendet werden. 


Résumé. L’astronautique s’occupe de véhicules (fusées) se mouvant dans les 
champs de gravitation du systéme planétaire. Pour les fusées chimiques la propul- 
sion fonctionne seulement pendant l’ascension; ayant obtenu la vitesse nécessaire 
au dessus de l’atmosphere, le véhicule continue sa trajectoire comme un corps 
céleste normal. Quand la terre est encore proche la pesanteur terrestre prédomine et 
le mouvement du véhicule sera presque keplérien. Ce mouvement est perturbé par 
l'influence de l’aplatissement terrestre et d’une faible résistance aérodynamique dans la 
haute atmosphére. Les perturbations dues a l’attraction du soleil et de la lune sont plus 
petites, mais il faut les envisager aussi quand on poursuit le mouvement pendant une 
période assez longue, et qu’une grande exactitude est exigée. A plus grande distance 
de la terre, dans le systéme planétaire, l’attraction du soleil est prédominante et 
le mouvement keplérien est perturbé par l’attraction des planétes. Pour une fusée 
électrique la force de réaction continue d’agir pendant la majeure partie du voyage; 
cependant, cette force est trés faible et on peut pratiquemment considérer le 
mouvement keplérien, perturbé par cette force et par l’attraction des planétes. 
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Dans tous les cas on peut employer la méthode de la variation des éléments 
elliptiques de l’orbite. On peut introduire les six éléments elliptiques, déterminant 
le mouvement keplérien instantané, comme variables nouvelles dépendant du temps 
dans les équations de mouvement, il en résulte un systeme de six équations 
différentielles simultanées du premier ordre. I] est toujours possible d’intégrer ce 
systéme au moyen de la méthode des approximations successives. 

L’article décrit en principe la détermination par observation des six éléments 
elliptiques du mouvement keplérien instantané d’un satellite artificiel terrestre et 
lapplication de la méthode des variations des éléments elliptiques, envisageant 
Vinfluence de l’aplatissement terrestre, de l’attraction du soleil et de la lune, et de 
la résistance aérodynamique, avec l’intention d’employer le satellite comme instrument 
céleste indicateur, pour la recherche géophysique. En observant les variations des 
éléments elliptiques et en comparant ces variations observées a celles calculées 
correspondant aux distributions supposées differentes de masse interne terrestre 
et de la densité atmosphérique il est possible de contrdéler ces suppositions. 

De la méme maniére, on peut employer un satellite artificiel sans équipage 
gravitant autour de la lune, pour explorer la distribution de masse interne 
lunaire. 


Satellite around the Earth 
1. Determination of initial spatial position and velocity components by observation 


We consider the motion of an artificial satellite around the earth. The first 
question is how to determine the initial state of motion, hence the ¢nztial spatial 
position and initial velocity as to magnitude and direction. In the following: 
C = satellite vehicle, E = terrestrial observatory, S = earth-center. In order 
to indicate the motion of the vehicle, a rectangular system of reference is used, 
non rotating with respect to the celestial sky, with S as origin and the equator 
plane as x y plane, so that the z axis coincides with the terrestrial axis of rotation. 
The coordinates of C with respect to this system are x, y and z. 

Further, in order to indicate the position of C with respect to the observer 
E, a system of reference is used, non rotating with respect to the celestial sky, 
with £& as origin and the axes parallel to the 
corresponding axes of the first called system 
with S as origin. The coordinates of C with 
respect to the system with EF as origin are §, 
yn and ¢. Then, if E C = 9, we obtain: 


f= pA, n= on, C = oy, (1) 








if A, u and y are the direction cosines of E C 
with respect to the system &7¢. Hence (see 
Fig. 1): Or: 


= ocosdcosa= oh A = cos 6 cos % 
0 cos OSiN u = cos Osin « Fig. 1 


osin 6 = 61 y = sin 0 


The quantities A, u,v can be found by direct observation at times 4,, f, and 
tz by measuring « (ascension) and 6 (declination). 

Now, because « and 6 must be functions of x, y, z, x, y, z at some time, 
for instance time ¢,, in principle 3 celestial position measurements at 3 different 
times ¢,, f, and ¢, are sufficient for determining completely the instantaneous 


KEPLER motion. 
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Hence let us assume that the quantities A, 4 1, Ap Ue Ye, Ag Ug Vg Corresponding 
with ¢,, ¢, and ¢, are known, and that #4, ¢, and ¢, are chosen in such a way that 
t, —t, =t, —t,. Then, if the time lapse ¢, — ¢, is sufficiently small, we may 
write: 


dg — Ay : Ag — Ag . hes — Ar,2 


A,, —— ’ Ao, a 5 ty ’ 
a ae ee hb $(t3 — t,) 


i die + de,3 
‘ty 2 ’ 
and similar uw and ». 
Hence in this way the quantities AAA, uuu, v ¥ ¥, at time t=4,, become 
known. 
Further the position of S with respect to system with E as origin is indicated 
by the coordinates X, Y and Z. Then: 
x=oiA—-X, y=ou-Y, z=ov—Z. (2) 
Now 
= k? x = y . 
ee as =—— z —— (3) 
in which r = SC and k? = g, R?, if gy is the acceleration due to gravity at the 
terrestrial surface and R = radius of earth. If w be the angular speed of rotation 
of the earth and @ the lat- 
itude of the observer, we 
may write (see Fig. 2): 
X = Reospycoswt 
Y = Reosgsin wt (4) 
Z=-—Rsing 
In (4) the time ¢ = 0 is 
chosen in such a way that 
then S is situated in the 
Fig. Fig. 3 —&¢ plane. Substituting (4) in 
(2), we obtain: 





x=o0A— Reosgeosamt, y=ou— Reosgsinat, z=ov-+ Rsing. 
(5) 


Differentiating (5) with respect to ¢ we obtain: 


= 64+01+ Rocosgsinat 
y= 0u+ou— Rocosgceosat 
z=ov+or 


Again differentiating (6) with respect to ¢, we get: 
<= OA+26A+oA4 R w* cosg cos wt 
¥=6u+2ou+o0u+4+ Ro cosgsinwt 
Z=Ov+2or+07% 
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Substituting (5) in combination with (3) in (7), we obtain: 
“ oi “ 2 
04+204+4+ 04+ Rw*cosycooswt, = — 73 (9 A — Rceos pcos w ty) 


2 
Ou+2ou+o0"u+4+ Row? cospsinwt, = — a (ou — Reos gpsin w fy) 


ns a 4 k? 
Q@v+2ov+o? = — 3 (er + Ksing) 


in which we have put ¢ = 4,. 
Further we have the geometrical relation (see Fig. 3): 


v2 = R2+ 9? — 2 Rocosy. 
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(9) 


The quantity y (now relating to ¢ = ¢,) can be found by direct observation. 


In (8) and (9), we have only as unknown quantities: 
0, 0,0 and » (all relating to time ¢ = ¢,). 


The system (8) is linear with respect to 0, @ and g. Therefore let us rearrange 


(8) by writing: 


. oe 2 
0A+20A+ 0 = — R| o*cosg cos ots —z COS ¢ cos 
¥ 


- -_ . k? 
out2ou+oju+—> == R[ otcospsnort — 73 
a “% si , 
ev+2evr+olr+— =—R-ysinp 








cos@ sin w | 





(10) 


We have now to solve the quantities 9, 9 and y from (9) and (10). (For 
determining the quantities x, y,z, x, y, z at time ¢ = ¢,, we do not need 9). 


Therefore let us write: 


9 COSP COS W ty 
w* cos p cos wt, — k? — a 2 
r 


, cos@ sin wt 
w* cos p sin w tz — k? sa cet 
Y 
k? sin p 
3 
cosy cos wt, 


wo COS@ COS W ty — k® ——"—, 
r 








Dd, 
2D 

Now (9) and (14) only contain 7 and @ as unknown quantities, so that we can 
solve these unknowns from these two equations. Therefore, we estimate a value 
for ry (by using the data of the pre-calculated orbit motion of the vehicle, at 
which is aimed by the prescribed time program of the automatic pilot during 
powered flight.) Then by (14) we can compute the corresponding value of o. 
This value of 9 can then be substituted in the right member of (9), which must 
then provide the same value of 7 on the left as estimated. This procedure must 
be repeated with different values of 7, untill both equations (14) and (9) are 
satisfied. 

After having determined 9 and 7 in this way, we find @ from (15) and 
consequently the quantities x, y and z (for ¢ = ¢,) from (6) and x, y and 2z (for 
¢=t,) from (5). 


é=-—R 


2. The elliptic orbit elements 


Be ; " om . ’ 
Let us indicate the attractive force by K = — f —,-, in whichu? = / M = g, R?®, 
r 


f being the gravitation constant, M the mass of the earth, and m = mass of 
vehicle, whereas 7 denotes the distance from the center of attraction (= center 
of earth). Let at ¢ = 0 the position of the vehicle be indicated by the radius 
vector 7» (%, 942), with S as point 7 = 0, and the speed of the vehicle by v9, 
whereas <{(7%po, Up) =. Let us indicate the position of the vehicle in the orbital 
plane by polar coordinates y and 6. Then by the law of conservation of energy 
and by the second law of KEPLER (constant sector speed) we obtain directly 
as differential equations of first order: 
2u? 2 u? 
y2 + 7292 — — v — (16) 


= tt 
y 0 


72 = pro sina. (17) 


- AY Ug%q Sina o's," sin*e 
= — §= = —,;— and gig2— 2° _. 
a6 a6 r? r 

Hence eliminating ¢ between (16) and (17), we obtain as differential equation 
of the orbit: 

dr\* vu 27ro2 sin? a  vp27_2sin?a Zu? 2 

weil teas Fee ts, Miacenelia drape! ce 18 

4 v4 T yr? r “o -_ 
Separating in (18) the variables and integrating, we obtain: 


intl Up % SIN & 
Y 








6-0 = 


wees 27 2an2 

. 2u Up" 7% sin? a 

ne ee 
Yo Y 
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U%sina 
‘eae 


(19) 


uu 


Pe PE TS 
Up" 7p" SIN* a 


6 — 6) = arc cos 
4 


The integration constant 6, is defined by the initial condition that at ¢=0, 
6 = 6,. Hence: 
ue 
6) = 0, — arc cos —-—— a 2 toa 
[ig 2h oe 
| nape ‘9 4 Up? 79° Sin? « 


If we write the eq. (19) in the shape: 


Up SIN & — 


Pica 
1 + ecos (6 — 4) 
we obtain for # and e: 
__ U9? 79? sin? & 


p ean i eee 


_Ur%sina]/ , 
ae ay eee 
Up? 7%" Sin? a 


Further by the second law of KEPLER the time ¢ corresponding with any 


value of 6 is determined by: 
1 : 2 dy 

fat. Pages . gee 

Ug 9 SIN & Up% sina J (1 + ecos@) 


in which w = 6 — 6). Carrying out the integration!, we obtain: 


1 ; 
oe Ee Ss + (4 — esin u) 
Up 7% sin « |/(1 — ¢2)8 


gre (24) 
partes 
in which u = 2 arc tg (| i = tg . 
The integration constant f) is determined by the initial condition that at 
=0, 0=6,. Hence by (24): 


2 fi—e, 6.—6 
b= — p [2arcts ( ae =) + 


Va —e)8 Up % SIN & I+e 


Jj —¢ weil 
— esin2 arc ie(I/1 = tg* 3 |. 


From (21) it follows that the orbit is a conic section. Further it will be 
obvious that 6) is the angle included by the polar axis and the axis of the orbit 
passing through S (one of the foci) and that ¢ = ¢, is the time of perigeum passage. 
By the so known “elliptic orbit elements” #, ¢, 4) and ¢, the KEPLER motion 
in the orbit plane is defined completely. 





(25) 





1 See J.M. J. Kooy and J. W. H. UyTENBoGaart, Ballistics of the Future, 
p. 150. Haarlem: The Technical Publishing Co. H. Stam, 1946. 
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In the three dimensional case also the position of the orbit plane must be 
indicated. Therefore we can use the inclination angle 7 included by the orbit 
plane and the x y plane (equator plane) and an angle y, which defines the position 
of the line of intersection (line of apsides) of the orbit plane with the x y plane. 
This line of apsides passes through S and is therefore completely defined by this 
angle y. Hence in the general (three dimensional) case the instantaneous 
KEPLER motion is completely determined by the 6 elliptic orbit elements 4, «, 
4, 4,2 and y. 


3. Determination of the elliptic orbit elements from the initial position and the 
initial speed 

We have now to describe how the 6 orbit elements of the instantaneous 
KEPLER motion can be determined, if %, Vo, 2, %9, Yo, Zq are derived by 
observation for some time ¢(= 0) by the procedure explained above. Firstly 
we shall express x, y and z in the elliptic orbit elements. Let us assume that 
in the orbital plane the line of intersection of orbit 
c plane and x y plane is chosen as polar axis. Then, in 

this orbit plane: 


p 
"T+ cos’ ied 
in which ¢ = 6 — 6. 

Let the angle included by the line of nodes (apsides) 
and the positive x direction be y and the angle of 
inclination (called “inclination’’) between orbit plane 
and x y plane be 7, in accordance with the previous 
notations. In Fig. 4, OA is the line of apsides, whereas 
the triangle OCA (with C = vehicle) is turned down 
(rotated about OA) in the plane of the figure. We then have: 


x =r (cos 6 cos yp — sin 8 cos7 sin y) 
y =r (cos O6siny + sin 6 cos cos y) 
z =rsin@sinz 

in which 9 = ¢ + 6. Or introducing (26): 








Fig. 4 











ah oN" cos [cos (P + 69) cos y — sin (¢ + 4) cos7 sin y] 
id a . , ; 97 
¥" TT eone [cos (¢ + 4) siny + sin (fd + 6p) cosi cos y] (27) 
a nc] 
z=7 Sonal [sin (@ + 4p) sin 7] 


Now it follows from (24) in which by (22), v9 7) sina = wp = |/p/ M, 
that ¢(= y = 6 — 6) is a function of p,¢,¢, and ¢, which by (24) is given in 
implicite form. Let us write: 


$ = $(P, €, to, t) (24’) 
and 
a x(p, é, M%, t, y,9); = yp, é, 4, 1,y,9), (27') 
z= 2(P, &, Oo, 1, 9), in which ¢ = d(f, €, fo, ¢) 


(Remark: it may be observed that z does not contain y, so that in the following 
z does not contain dy/dt.) 
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We shall now derive the elliptic orbit elements 4, ¢, 9, y, 7 and ty from the 
initial velocity V9(%», Yo, 29) and position 79(%p, Vo, 2). Now, if X(v 9, %) =«, 
we can write: 


- Bern rr ore |) ae tae ! 
V9 ’o sin “g= Vv 0 x ay = | y 


= Vo 2 — 29 Vo)? + (29% — %q 2%)? + (Xp Vo — Vo %)°. 
Hence by (22): 





_ (Yo% — 2 Yo)? + (Zo % — Xo 2%)? + (Xp Vo — Vo %0)” 90 
p= ee a (29) 


‘ 


In (23) we have to substitute for vg 7) sina the expression (28), whereas 
in (20): 








‘ ly ; ; : : : 
Up SIN & = ne V(¥o% — 29 Vo)? + (29 % — Xo 2%)? + (Xo Yo — Vo Xo)”, 
0 





in which 7 = |/x92 + V9? + 22. 
In (20), 6, denotes the angle included by 7, and the line of apsides. This 
angle must still be determined, as well as the quantities y, 7 and f). Let us write 
the equation of the orbit plane: 
ax+by+z=0. (30) 
This plane contains, besides the origin, the points: 
(Xo, Yor 20) and (xq + %q, Yo + Vor 2% + 2p): 
Hence a and 6 follow from the equations: 
aX +by¥y= —% and A(X%q + Xp) + O(Yo + Vo) 
Hence: 
Po Yo 
| — (% + 2%) (Yo t+ Yo) | = 














| a 
(%9 + %p) (Yo + ¥o) | 


The line of intersection of the orbit plane with the x y plane is: 


ax+by=0, dase al 


so that tg y = — a/b. Or in connection with (31): 


YolZo + 29) — 29(¥o + Vo) (32) 
Xq(Zq + 2) — 29(% + Xo) 
According to (30) the direction cosines of the normal of the orbit plane are: 

a a b vs 1 
ee ee ts an rs a 
Now 7 denotes the angle included by the orbit plane and the x y plane. 





y = arc tg 


COS & = 
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Hence y, =7, so that by (81): 
7 = arccos: 
- Xo(Yo + Yo) — Yol%o t+ %o) 
[Yol% + Zo) — 29(Vo + Vo)]? + [2o(% + %o) — %o(% + 2o)]? + [%o(Yo + Yo) — Yol%o + %o)] 


(33) 








We obtain as direction cosines of the line of apsides: 


] ] 
COS % = Cosy = — Sted 


Ji tety fs 








Or in connection with (31): 
Zn(%_ + Xe) — Xn(%oq + Zo). 
O62 o(%o 4 : 0 ol a. sisters | 
| [Volz + 2) — Zo(Yo + Vol]? + [2o(% + Xo) — Xo(% + 2o)]? 
Z(Vo + Vo) — VolZq + 2 
cos Bs — ————— = a __*of} 9 = Yo) = = of ae ee —$> Saran 
| [Yo(zo + 29) — 20(%o + Yo) ]? + [29(% + Xp) — Xo(% + 2)]? 
COS Yo = 0. 








(34) 








The direction cosines of 7, become: 


- « ) 
cosa, = —*, cos B, = 2° , 
Ai) 0 
in which 7) = |x? + Yor + 29° 
Further: 
COS 44 = COS & COS a, + cos f, cos fy + COS Yo COS Y3. 
Hence according to (34), (35) and (36) we obtain: 


0, = arc cos: 
Xq {2o(% + Xo) — Xol% + Zo)} + Yo {20(%o + Yo) — Yolo . : 


| (ae + Vg" + 29”) {[Vo(%o + 20) — 20(Yo + Yo)? + [2o(% + ie) 








so that 6) is determined by (20) and (37). 
Further ¢, follows from (25). According to (22) we may write: 


pur=pfM = "797 sin? a, or Up% Sina = \prM. 


Hence we can write (25): 





wae 
i, = ee ae / 
; \p{M (1 ia =| é . (38) 


i—€, 
l+e 6 


Hence by (28), (29), (23), (20), (37), (38), (32) and (33), the 6 elliptic 
orbit elements , ¢, 9, to, y and 7 are expressed in terms of %9, Yo, 29, Xo, Vor 20: 


— esin2 arc tg (| 
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4, General outline of the method of variation of elliptic orbit elements 


We shall now further proceed by giving a general outline of the method of 
variation of orbit elements. The differential equations of motion of the satellite 
in rectangular coordinates x y z may be written: 

i {Mx ee 
 s (Fy ey eee aeaeN 
oe ...7 aoe 
i {Mz ae ae 

z=— Gp 5? 3308 7 Fela, 9/2, 4; 9, 259) 

In (39) F,, F, and F, are the x, y and z component of the resulting specific 
disturbing force acting on the satellite, due to the oblateness of the earth, to 
the remaining air resistance and the disturbing influence of sun and moon. 
Hence we obtain in vector notation: 


F=F iP + Pg Fe (40) 





Flt, 9,2, 2,9, %,8 








ns 


U 
in which ° 


= specific disturbing force, due to oblateness of the earth. 


= specific disturbing force, due to aerodynamic drag. 
specific solar disturbing force. 
= specific lunar disturbing force. 

For simplicity’s sake, we shall assume that the satellite is globular, so that 
the aerodynamic force is only a drag, having always the opposite direction of 
the relative speed of the satellite with respect to the atmospheric air. Fat» will 
then be a function of x, y, z, x, y, 2, whereas the other disturbing forces only 
contain x, y,z and ¢. [The quantities %, yo, Zz (coordinates of the sun with 
respect to the geocentric system of reference) and as well the lunar coordinates 
xq, Yc and 2 with respect to the geocentric system are considered here as given 
functions of time.}] Hence the resulting specific disturbing force F will be a 
function of x, y,z, x, y, z, and ¢. 

Now, let us write: 


y=, 
and let us write (39): 
E=f,(x, y,2) + F,(x, Y, 2, &,%, ¢, t) | 
n = f2(x, y, 2) + F(x, y,2, 7, €, 0) j 
| 


¢ — /,(x, vy; 2) + F(x, Vs z, g, UB ce 


Now introducing (27’) in (41) and (42), we can observe that as to the pure 


KEPLER motion (when F = Q) the elliptic orbit elements #, €, 4, 4, y and 7 
are constant, so that then in (27’) only ¢ (as function of t) varies. Hence, because 
the instantaneous KEPLER motion coincides with the actual motion, we obtain: 


Pod __ dy Od dz Od 
“ap at’ =~ ab ot’ ad at’ 


C= 
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so that as to the actual motion: 

“ Ox Op dp | aiat, [eee E Ox Op diy _ Ox di , Oxdy _ 
ap’ apap) di \de  dpde) di 00, dt  Obat, dt didi dpdt 
and similar for y and z. 


Further, if the elliptic orbit elements remain constant, the components of 
the acceleration become: 


0f0p = On OP OL OD 
ab at’ «ad OF a6 ot 


Hence in connection with ag we obtain as to the actual motion: 


(2 + 06 Op\dp | (OE | GE A\de OE dO, 
36 Op) dt’ \de * dbde) dt’ 00, di 
 O&di dF 0d dty a dy 
+ a + abd de + dy at PsP % Ooty. df) 
and similar for 7 and ¢. 
(43) and (44) together constitute a system of 6 simultaneous linear differential 


equations of first order in the elliptic orbit elements 4, ¢, 0, tp, y and 7. 
We shall now consider the derivation of the partial differential quotients 


(43) 


(44) 





Op Of dd Si 0d 
ap ae’ ae’ appearing in (43) and (44), and a 
According to the previous: 
¢ 
Pee dp 
‘= Tei M J (+ ecosd)?’ ) 
0 
so that: 


p* 1 og 
Voi mil + ecos¢)? at’ 





whence follows: 





a p}M 
+. (1 + ecos¢)?. (46). 
Further: Ren 
== ~ — (1 + ecos¢)?. (47): 
Further we can write (45): 
dp — 4-3/2 |/f Mit — 
| (1 + ecos J}? p-9” Vf M(t — by). 
Hence: 
1 0 3 ——— 
so that: 


(1 + ecosd)*p-5? |/f M(t — 4). 






Vol. 
3 
1957 
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Lastly, differentiating (45) with respect to « we obtain: 


é E 
af a fa [dd a} 2 
Ke | (1+ ecosd)? ' |d¢. | (1 + ecos 4)? : 


¢ 


—_ cos dp “ : a 
“J (L+ecosd)? ' (l+ecosd)?de ’ 


so that: 
(1) 


ad cos ¢ dd 


= = 2 (1 + ecosd)? | (1 + ecos¢)3 
0 


Now consider: 


cos ¢ dd 


(1 + ecos g)3 


ltwiltu i es (1+ u*)(l—u?)du 
ener meeee  as (1 + wu? + e(1 — u2)]3 


i ‘ (1 — — du 
“J (l+e+(l 











191 
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Now assume 








l+e l+e de 
= |/_ du = {/— d 
U | 1_, 8 then u | ee me, an 
l 1 , 
a nenieeainaineemereinnin:  Siame oer i. = COS* &. 
1 14 1—€ § 
le 
Hence: 
ee eo 
a oul jaa 
2 [ (ee) ee cote /tte_® 
(l+e3/J \l—e ow "i 1 ecete 
Or: 
2 yee y 2 I+e> [. 
J= : E cos! a da — : : | sin’ « da. = 
(l+e?)y l—e (1+ e)8 l—e 
R v 1957 





Hence we obtain: 
j cospdh 
(l+ecosd]? © 


2 rr 
(1 bale. e)3 | 


eae eo 
ele ms < ia ae gee i _— 
(1+ )3 one | 4 sin“ % COS % + 8 (% — sin % cosa) 


1 
in which « = arc tg (| 1 y= 
+e 2 


: cos® % sin : (cos «sina 4 | 
—- asina + —(cosasina + « 
i—e|4 8 " 


(50) 





ee d is determined by (49) and (50). 


de 
Next, we have to determine the partial differential quotients: 


Ox Ox Ox Ox Ox ax 


and similar y and z, appearing in (43). By differentiation we find from (27): 


Ox _ cos ($+ 4) cos y — sin (¢ + 6p) cosi siny 


Op 1+ecos¢ 
Oy _ 00s (¢ + 4) siny + sin ($ + 9) cos cosy 61 
Op ms “+ eos d go Bis 


dz _ sin (p + 4) sinz 
Op = 1 + ecosd 
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Further: 


Ox 
36 = 


Ov 
ad 
Oz 
ad 


Ox 


de 
Ov 
de 
Oz 


= 


— (1 + ecos¢) [sin (6 + 45) cos yp + cos (6 + 9) cos 7 sin yp] + 

+ [cos (P + 69) cos py — sin ( + 69) cosi siny]esing 

; (1 + ecos¢)? 

(1 + ecos¢) [— sin (6 + 4) sin y + cos (6 + 4) cos7 cos y| 4 
+ [cos (P + 4) sin y+ sin (¢ + 4) cos tcosy]esing 

a ae (1 + ecos¢)? 

(1 + ecos¢) cos (f + 6) sinz + sin (J + 9) sini-esing 


9 


(1 + ecos ¢)? 


cosh 





i (1 + ecosd)? 


pcosd 
(1 + ecos¢)? 
pcosd 


‘cos (6 + 5) cos y — sin (f + 45) cos isin y 


= — — [cos (f + 4) sin y + sin (¢ + 4) cos 7 cos p 


(1 + ecos¢)? 


cosh ; 8. 
ae av: eT sin (@ + 6 ) sin? 
Ox sin (p + 5) sinz sin y 

a 1+ ecosd 


dy —sin(d+ 6) sini cosy 


a 1+rcosd 
dz  sin(d + 4%) cosi 


a 1+ ecosd 





sin (6 + 4) cos py + cos (fd + Gy) cost sin y 
1+ ecosd 
— sin (@ + 9p) sin y + cos ($d + G9) cos7 cos y 
1+ ecosd 


cos (f + 4) sini 
l+ecosd — 





cos (f + 4) sin y + sin (p + G9) cos 7 cos p 
: 1] + €cos d 
cos (6 + 45) cosy — sin ( + 44) cosi sin y 
1+ecos¢d ies 





| 
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Further we have by the foregoing: 
dz Od 


i ad dy ad .__ 02 OF 
“ie ee” SS eS 


in which 
ad \p/M : . 
oo pe -(1 + ecos¢)? [See (46) ]. 
Hence by (52): 
._ VetM are 
rs (1 + ecos¢) [— sin (¢ + 6) cos y — cos (@+ Hy) cosisin y] + 


+ [cos (d + 69) cosy — sin (f + 69) cos7 sin y] e sin sf 


n= ics i + ecos¢) [— sin (P + 6) sin y + cos (6+ 4) cosicosy] + 7 (57) 


| 


+ [cos (¢ + 4) siny + sin (¢ + Oy) cos 7 cos y] € sin er 





> 


Co eT 1 + ecos ¢) cos (6 + O) sini + sin (¢ + 6) sinz-esind 


By differentiation of (57), we have now to compute the partial differential 
coefficients 
a af OE aE aE aE 
Op 0d de’ 00, di dy 


and similar 7 and ¢, appearing in the eqs. (44). 





Now 
ies = 7M p12, 
so that: 
yim —e 5 VFM pa 
Hence 
= _ + 7M p-3? {(1 + ecosd) [— sin (P + 4) cosy + 
— cos ( + 9) cosi sin y] + [cos (P + 45) cos y — sin (fd + 4) 
cos 7 sin y] € sing} 
i =— > lim p-8? {(1 + ecos¢) [— sin (f + 4,) sin + cos (¢ + 4p) - (58) 
‘cost cosy} + [cos (d+ Gy) siny + sin ($ + 69) cosi cos y] esin p} 
oo 5 Vimo (a + + cos) cos (f + 6p) sini + sin ($ + 6y) 
‘sint-esing 
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Further: 


S = (— esing) [— sin (p + 4) cos py — cos (¢ + 4) cos7siny] + 
+ (1+ ecos¢) [— cos (d+ 65) cosy + sin (d + 9) cos7 sin y] + 
+ [cos ($ + 49) cosy — sin(¢+ 6p) cosisin y] ecosd + 
+ [— sin (fb + 6) cosy — cos ($ + 4) cos7siny]esing 
a = _ (— esing) [— sin (f + 6) sin y + cos ($+ 6) cos cos y] + 
+ (1 + ecos ¢) [—cos(d+ Hp) siny — sin (¢ + 64) costcosy] + 
+ [—sin(p + 9) siny + cos ($ + 4%) cost cosy] esing + 


ee [cos (f + Gp) siny + sin (P + 9) cosi cos py] ecosd 


(— esing) cos (¢ + 4) sint — (1 + ecosg) sin(d + 4p) siné + 
+ cos ($ + 4) sinz-esing + sin (fd + 4,) sini: ecos¢} 


oe = — {cos d [— sin (f + 69) cos py — cos (6 + 4) cosisiny] + 


[cos (b + 65) cos y — sin (f + 4p) cos 7 sin y] sin d} 


=e: [— sin ($ + 6) sin y + cos (@ + 4) cosi cosy] + 


a 
[cos (@ + Gp) sin y + sin (% + 6,) cos7 cos y] sin d} 


= _ le {cos d cos (¢ + 4) sini + sin (p + 6p) sinz sin J} 


<i; 
af = ram {(1 + ecos¢) [—cos(¢d+ 45) cosy + sin (P + Hp) cos7sin y] + 
0 
+ [— sin (@ + 4) cos y — cos ($ + 6) cos7 sin y] e sin J} 
= = Ve im (1+ ecos¢) [— cos ($+ 6) siny — sin (¢ + 4) cos 7 cos y] + 
0 
+ [— sin (? + 6) siny + cos (¢ + 45) cos cos y] e sin d} 


= = —_ — (1 + ecos¢@) sin (6 + 6) sin i + cos (} + 5) sind -esing} 
0 


- = Ve i= {(1 + e cos ¢) cos ($ + Op) sini siny + sin (d+ 65) sinisiny - 
-esin d} 


(1 + ecos ¢) (— cos (P + Op) sini cos y) + 
— sin (p + Op) sini cos ye sin gd} 


on _ \piM 
a 


My + ecos g) cos (P + 95) cost + sin (6 + 69) cosi+ sin d} 





as p 


Astronaut. Acta, Vol. III, Fasc. 3 
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(1 + ecos¢) [sin (6 + 6) sin y — cos (@ + Op) cosicosy] + 


+ [— cos (d + 4) sin py — sin (6 + 4) cos 7 cos p] € sin g} 


lp im {(1 + ecos ¢) [—sin(d + 9) cosy — cos (@ + Gy) cos#siny] + 


+ [cos ($ + 4) cos y — sin (f + 4) cosi sin y]e sin d} 





The expressions (52), (53) ... to (63) must then be substituted in the left 
members of (43) and (44). 


5. Disturbing force due to the oblateness of the earth 


Let us consider the earth as non homogeneous rotation ellipsoid bounded by 
the surface: 


Let us denote any particle of 
the ellipsoid by the coordinates 
z’,g and / (Fig. 5). [Then, if x’, y’ 
and z’ are the rectangular coordi- 
gi of the particle, x’ = lcosq, 

=i sing, 2’ = 2’. 

We shall assume that the density 
distribution of matter is axial sym- 
metric with respect to the z axis. 
The mass of an elementary par- 
ticle can then be_ represented 
by o(2’,/)ldgpdldz', in which o 
denotes the spatial mass density. 
The gravitational force of this particle on the unit of mass in a spatial point 
x y z outside the ellipsoid in x direction then becomes: 

f o(2', l) Ld dl dz’ (x’ — x) = 
ee Py ye ee sy 
f o(2’, 1) Ldp dl dz’ (lcosy — x) 
~ [(leose — x)? + (Ising — y)? + (2’ — z)?]82 
For the y and z component we obtain similar expressions. 

Hence we get as components of the specific gravitational force (acting on 
the unit of mass in x, y, z direction) of the whole rotation ellipsoid with axial 
symmetric density distribution: 


114. f o(2’, 1) (Leos — x) Ldg dl dz’ 

aaa ((Lcosp — x)? + (i sing — y)? + (2’ — z)2]32 
f o(z’, l) (Lsing — y) ldp dl dz’ 

i “fJ fq [(Zcosp — x)? + (Lsing — y)? + (2’ — 2)?)8? 


—_— f o(2’, l) (2 — 2) Ldp dl dz’ 
n, [(Lcosp — x)* + (lsing — y)? + (z’ — z)?}8? 
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in which the triple integrals must be extended throughout the volume included 
by the boundary surface (64). We than have: 

Integration limits with respect to 2’ + —c and +c. 

Integration limits with respect to p> 0 and 22. 
Further the integration limits with respect to / follow from the meridian section: 


/ 


so that ha=0-+a| 
for F,,F, and F;: 


fla’) (cos — ») dpa de 
[(Lcosm — x)? + (Ising — y)? + (2’ — z)?}9/? 





fo(z',l) (lsing — y)ldpdldz’ 
a z)2)8 2 


[(Lcosp — x)?+ (Ising — y)?+ (z 





G (2’, 1) (2 — 2) ldp dl dz’ 


(Leos ( — x)? + (/sing — y)?+ (2’ — z)?)3? 





The disturbing forces F,,, F,, and F,,, due to the oblateness of the earth, 


which must be introduced in (44) then become: 








+ 





If we substitute in these equations for x, y and z the expressions (27), we obtain: 
Pus “i Fis (P, 99, €, 1, y, $) 
Foy - Fox (D, 4%, €, 2, Y, 9) (68) 
Fo a Fs (P, 99, €, 4, Y, b) 

The computation of the triple integrals (66) can only be performed numerically. 
This can be carried out as follows. Let us write in (66) the expressions under 
the fff sign, 4,(2’,¢,2), fa(z’,9,2) and f,(z’,g,/). As to the integration with 
respect to /, z’ and m behave as constants, so that we may write: 

pate f/a-2 tere f/1-2 


c? c? 
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We can now replace the function /(/) by: 
II (2 aii Jy) 
Pi(l) = A 4 Thoh f(z), 


k=1 nk 
in which: 
ila = (1—1,)(1—1,) ... (—he ~1) WV —Ukea i)... U1) 
HT — Ty) = (lk — hy) (le — Ig) «(Le — Le 1) (le — Ie et) «-. (ae — Ln) 
This function g,(/) has the same function values /(/,) as /(/) in the points 
l= (k=1,2,3...m), which must be chosen in suitable way throughout 
the integration interval: 





Se 
1=0+1=+al BL som oe 0 
c 
By increasing the number of points / = , we can obtain an approximation as 
accurate as required. 
Carrying out the multiplication in (70), we obtain g(l) as series of rising 
powers of /, so that we get by substitution in (69) integrals of the type 


[ran Apon. 
n+1 


fy(2) al = y(z’, 9), (71) 


In this way we find 


1=0 
This procedure must be carried out for many value sets z’,g, so that the 
surface y = y(z’,g) in yz’m space? becomes known. Subsequently we obtain 
as integration with respect to op: 
y=2n g=2n 


il y(z’,g) dp = | p(y) ap (72) 


g=0 g=0 
in which z’ behaves as a constant. 
Therefore we replace p(y) by the integrable function: 


v(Gr), (73) 





in which the collocation points are chosen throughout the integration interval 
gy =0-—-g=22. We then obtain for (72): 


g= 2x 


vig) dp = 9(2’). (74) 
g=0 
This procedure must be carried out for different values of z’. (Thereby, as 
to any value of z’, we obtain another set of m values, hence another function 


1 In this space, y, z’ and p are thought as rectangular space coordinates. 
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y = y(), as intersection of the surface y = yp(z’,g) with the plane at distance z’ 
from the origin, perpendicular to the z’ axis in yz’@ space.) Then further we 


obtain: 
Fux — fre dz’ (75) 


2=—c 


For carrying out the integration (75), we can replace 7(z’) by 





(76) 


in which the collocation points are chosen throughout the integration interval: 


, 


2=—c7>2v/=+6. 
We then obtain for (75): 


2 =+¢ 


Fis = | t(2') dz’, 


which can be integrated directly. 
6. Solar disturbing force 
Let us indicate the coordinates of the sun with respect to the geocentric 
system by %@, Yo, %@. By the attraction of the sun, the earth obtains an 
acceleration into solar direction, of which the components are: 


[Mo *%@ [Mo Yo poe [Mo Zo is 
2 


(xo +96 + 2)8?" (xq + Yo + 20)8?' (x6 + Yo + 25)9? 

in which M.~ denotes the solar mass. Hence the specific solar force acting on 
the artificial earth satellite is equal to the geometric difference of the direct 
specific solar attraction on the satellite and the specific solar attraction by 
which the satellite would be acted upon if it were placed at the terrestrial center. 
Hence the components of the solar disturbing force become: 


Fie =/Ms| 











X%@ — * 
[(x@ — x)? + (Yo — y)? + (%@ — 2)?)]9? © 








Xo | 
[xo + Yo +20]8? 


and similar Fyg and Fyo. 
In (78), x, Ym and z@ may be considered as given functions of ¢. Further, by 


substituting in (78) for x, y and z the expressions (27), we find: 
Fie = Fy (p, é, 9p, y, 1, ?, t) 
Fy = Fr@(p, €, 9, y, 4, >, b) (79) 
F 36 ay F30(P, é, 9, y, t, ¢, t). 


7. Lunar disturbing force 
Let us indicate the coordinates of the moon with respect to the geocentric 
system by %, ¥¢, 2. By the attraction of the moon, the earth obtains an 
acceleration in lunar direction, of which the components are: 
{M¢ %¢ {Mz ¥¢ {Mg 2% 
sie’ ee ae ee and  . , Jae 
[xq + ¥q¢ + 2%)? [xq + Yq + 2)? [xo + ¥¢ + 2)? 
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in which M, denotes the lunar mass. Hence the components of the specific 
lunar disturbing force become: 

X¢ 
[(xq — *)*? + (yo — 9)? 4 eet [xe t+ ve +28? 


L 





| (80) 


Fi¢ — f M;, 


and similar for Fy, and Fy. 
In (80), x, vc and z, may be considered as given functions of ¢. Further, 


by substituting (27) in (80), we obtain: 


F< = Fy<(p, é, 4, Yy, t, d, t) 
Fy, = Foq(p, €, 99, y,1,6,8) (81) 
Fy, = Fl, €, 9, y, 1, @, #) 


8. Disturbing force due to atmospheric drag 


The satellite will move in a region, in which by the high gas temperature, 
despite the low gas density, the speed of sound will be of the same order of 
magnitude as the orbital speed of the satellite. Hence let us write for the specific 
atmospheric drag (per unit of mass) acting on the satellite: 

y’2 
W = Cy’, Oatm(%, ¥,2)) Oatm(X, ¥, 2) F _ (82) 
in which F = a R? if R = radius of globular satellite vehicle and Qaim(x, Vy, z) = 
atmospheric density at point x, y, z occupied by the vehicle at the moment in 
question. Further in (82), v’ denotes the relative speed of the satellite with respect 
to the surrounding air, whereas the factor c, is a function of v’ and @atm (%, ¥, 2). 

The geocentric system of reference x y z (see above) is a non rotating system, 
O (the origin) coinciding with the terrestrial center and the x y plane coinciding 
with the equator plane (see Fig. 6). 


rae % 


y 


Fig. 6 Fig. 7 














Then, if 0 be the speed of the satellite and 7 =i x -+j y+ kz its radius 
vector, the speed of the atmospheric gas, due to the rotation of the earth, at 
place 7 becomes: 


7-8 xr =| =1i1(—yo)+]jox. 
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Then the speed of the satellite at place 7 with respect to the surrounding 
atmospheric gas becomes: 


v—0,=2 (x+ yo) +7(9 — w x) +k. (83) 
Now we may further write in vector notation: 


— v ae - 
W= I> a) ( UV — V4|, Oatm (1) ] Oatm ( 
eon ae 


r))¢ 


components: 


—(x+y «) | Hey Cw (| ++» Oaim(%, Y, z)) Oatm (X,Y, 2) > 


(wx — y) | aarp = (| « «+p Caml * ¥; z)) Oatm (X, Y, 2) = 


F 


- » Qatm (x, y, z)) Oatm (x, Y, 2) = 





in which |’... = |/(% + yo)? + (9 — wx)? + 22. 

Now the oblateness of the earth is about 1/300, so that this can result in a 
difference in altitude — with respect to constant 7 — of the order of 
6350/300 ~ 20 km. This may be considered too large as to be neglected. If 
we then again consider the earth as a rotation ellipsoid, and if we assume 9 = o(h) 
as given, in which / denotes the altitude, we have — in order to determine 
0 = 0(x yz) — to face the problem, how to determine the distance from a point 
P(x, y, 2) to the surface: 


és tan? (86) 


Now by the rotational symmetry of the earth we may write: 
Oatm = Oatm (%, ¥,2) = Oan(?’,2) in which 7’ = 2 + 2, 
Fig. 7 represents a meridian section of the earth, the meridian circumference 
being defined by: 
(37) 


Drop from P(r’, z) a perpendicular PQ to the ellipse (87) and denote the coor- 
dinates of Q by 7,' and z,. Then the equation of the tangent in Q becomes: 


(88) 
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whereas PQ is perpendicular to (88), so that: 


from which 7,’ and z, must be solved. 
Now by (89,): 


and by (89,): 


(92) 


yr,’ must be solved from (92). Now the approximate value of 7,’ is known. Dis- 
regarding the oblateness of the earth, we obtain: 


' 2 2 
7,’ & on - om Pee! = . 
\r? +2 ite 1 lle oad 

in which R = (average) radius of earth. 

Hence 7,’ can be solved from (92) by simple trying, and any required accuracy 
can be obtained by enclosing in two limits. 

In (92), 7° = | + y*, so that 7,’ is found as function of x, y,z. Then 
further: 


SEL 
b= V0 tea = |/( 


so that also by this procedure h is found numerically as function of x, y and z, 
and thereby also Qaim = Qatm(%, ¥,2) 1s found numerically. Further we have 
then to introduce in (85) for x, y and z the expressions (27) and for x = &, y = n, 
z = ¢ the expressions (57). We then find: 


W =F iam Pas Fam (p, é, 9, 1, v,> 
W, =F atm = F sctm (p, é, Ap, 1, vd 








) 

) 

W, = F gatm = F 3atm (p, é, 8, 1, y, p) 

If we now introduce (68), (79), (81) and (93) in the eqs. (44) and if we solve 
the system (43), (44), which is linear in 

dp de dO, adty di d dy 


dt’ dt’ dt’ dt’ dt 


(93) 


, 
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with respect to those time derivatives, we obtain: 


d : 


de 
a Zab, € 9,4, Y, bo,  t) 


a6 


a = U3(P, €, 9, 1, Y, bo, d, t) 


dt 
s oo XalP, é, 9, +, Y, to, d, t) 


ad . 
i As(P, & A, 2%, Y, to, d, t) 


d ; 
= = Hol, &, 9,1, Ys bo >, t) 





9. Solution of the system (94) by the method of successive approximations 
Let us denote the initial state by a, €2, Goa, 4a, Wa, toa. Then we have as zero 
approximation: 
P= Pa: c= fs 90 = 9, 
t= 4, y= Ya ty = ty. 
Then we obtain as first approximation: 
t 
p = pat [ ta (Par €a, 90,» tar Yar fog» P(Pas Ear tog» t), t) dt = p,(t) 
0 
t 
e= + [lt Ea, 9q,, tar Yar Mo, P(Pa, Ea, to, ¢), t) dt = e,(t) 


0 
t 


6 = 90, + [a (pa, Ea, 60, ta, Ya, to,» $(pa, Ea, to» t), t) dt 9o,(¢) 


0 
t 


ty — to, x [ ul0- Ea, 90, ta, Ya, tow $(Pa, Ea, to.» t), t) dt ng: fo,(#) 


2 
t 


t=i,+ | 5 (Pa, Ea, 99,, ta, Yar t,, P(Pa, Ea, ty, t), t) dt = i, (t) 


0 
t 


y ar Wa + [x (Pa; Ea, 90.» Sa, Wa, toy (pa, Ea, to,» t), t) dt st vi (4) 


0 
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The second approximation then becomes: 


p = pat 


t 


2 [ n(P.0 é,(t), 9 (2), 1,(t), y(t), to (d) »O(px (2), é,(t), ty (¢ ), t), t dt = p,(t) 


lad 


a [ 2s(Px00. e000, (0), lO 8(410 ey (2 


e 


0 
lice Si 
~ [ xo(os0. €(t), Io (1), M(t), Yrlt), fo (4), b (Arlt), ex(4), % (4), 4), t dt = y(t) 


Etc. 


The integrations must again be carried out numerically, for which the same 
general method can be applied as described above. 





10. The artificial satellite as tool for geophysic research 

The disturbing forces Fg and F, can be sharply computed, whereas F é is 
only known to a moderate degree of accuracy (considering the equatorial 
protuberance as homogeneous). Further, on the base of our present knowledge, 
Fam can only be estimated approximately. If the lowest point of the orbit is 
at sufficient altitude, Fam can be neglected entirely. Then, computing Fx fo for 
different assumed distributions g = o(z’,/), we can compare the results of 
computation with the results of observation. Thereby, because a maximum 
possible accuracy is required, Fs and F, , although small in comparison to F. ‘i 
must be taken into account, so that the influence of Fe can be found separately. 
In this way, different assumed distributions 9 = o(z’, /) can be tested by observa- 
tion of the orbital motion. 


This combined computational and observational method of investigation 
of the terrestrial internal mass distribution with the satellite as indicating tool 
will be laborious and will require much time. However, this last feature does 
not represent a principal difficulty, for the satellite at sufficient altitude in all 
points of the orbit will practically have an eternal life. 
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In principle, the atmospheric drag can be examined in similar way. In case 
of lower altitude vehicles Fa, will be overwhelming in comparison to Fi, and 


the inaccuracy of our knowledge about the last disturbing force will be no 
barrier. On the other hand, in order to investigate the very small atmospheric 
drag at higher altitudes, it will be required that firstly F+ is investigated more 
completely by means of satellite vehicles of very large minimum altitude. 

For the rest, an internal terrestrial mass distribution in accordance with the 
satellite motion can in first approximation be determined as follows. 

Divide the terrestrial volume in 3 7 parts. » must be large, so that the volume 
elements are small. Assume that the mass of any volume element is concentrated 
in its center, so that we obtain 3 » material points m;, having fixed coordinates 
xi Vidi (1 = 1,2...3m). Because the earth is axial symmetric with respect to 
the axis of rotation, the terrestrial rotation does not come into play. 

Applying the procedure described above, we can determine the quantities 
x, y,2, x, y and z at n different times 4, f,,... tn». We may then write: 

* IT (t — tn) 
ji: 2 SS £ (te), 


— TI (tk sam tn) 
k=1 n#k 


from which %(t) follows by differentiation. We then obtain: 


and similar for y and z 


in which for fF, and F,; the expressions (78) and (80) must be substituted, 
whereas the drag is assumed zero. 

Now we know by observation %, y and z at m spatial points x, y, z cor- 
responding with 4, ¢s,... tn, so that we obtain 3 » linear equations in the unknown 
quantities m,, mMy,... ™3,, Which can be solved. 


11. Satellite vehicle around the Moon 

By suitable initial conditions, after a short tangential impulse, starting from 
a circular orbit about the earth, it will be possible to establish a satellite vehicle 
around the moon. Such a lunar satellite will certainly be realized in a more 
remote future. This vehicle — unmanned — and even not equipped with whatever 
apparatus, can then be used for investigation of the lunar internal mass distribu- 
tion, in similar way as described above as to the terrestrial internal mass 
distribution. 

In the lunar case, there is no air resistance, but if the orbital motion is close to 
the moon, the KEPLER motion (with the moon as center of attraction) will in the 
first place be disturbed by the oblong shape of the moon, whereas further, if a 
great accuracy is required, also the perturbations of the earth and the sun can 
be taken into account. The solar and terrestrial perturbations can be computed 
with great exactness, whereas, in order to determine the perturbation due to 
the oblong lunar shape, an internal mass distribution of the moon must be 
assumed, while further also the axial lunar rotation must be accounted for. 

On the other hand, in order to control the computed motion by observation, 
we are faced with the problem how to determine the elliptic orbit elements of 
the instantaneous lunar satellite KEPLER motion. Therefore, again three celestial 
position determinations at three different times are required. 
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We shall now shortly indicate the different steps, in order to carry out this 
program. 


12. Determination of orbit of artificial satellite around the Moon, by three spherical 
position measurements from a terrestrial station at latitude p 


Introduce 1°) a geocentric system. The x y plane of this system coincides 
with the equator plane and the origin with the center E of the earth. The coor- 
dinates of the moon with respect to this system are: 





%qou% Whereas r= |/x?+ y2F+ 27. 
The z axis coincides with the terrestrial axis of rotation. The geocentric system 


does not rotate with respect to the celestial sky. 

Further introduce 2°) an observationary centric system, non rotating with 
respect to the celestial sky, with the terrestrial station as origin. The coordinates 
of the moon satellite as to this system of reference are: 


E,n,¢, whereas go=|/f+7?+ 27. 
Let us write: 
S=1o, n=ue, C=v0. (97) 
The quantities 2,u, », 4, 4, ¥, 4, 4, 9 can then be derived again from three 


spherical position measurements as already described above. 
3°) introduce a selenocentric system of reference, with the moon center 


as origin. 

The corresponding axial directions of the three mentioned systems of coor- 
dinates are the same, and 7, 7 and & the unit vectors in these axial directions. 
The coordinates of the moon satellite as to the last called system are: 

Xs, Vs, 2s, whereas iz;= \xs® + yet + 232. 


Now we have: 








Further if we denote the coordinates 
of the terrestrial station as to the geo- 
centric system X, Y and Z, we obtain 


(see Fig. 8): 
; X = Reospycoswt 
~*s Y= Reosgsinwt (100) 
Z =Rsing 


Now if ¥¢=1%, + 7 9+ ku and similar 7s, R and 0, we obtain: 


7 +7:—R=0. 
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Or in components: 
= oh+X— x | 
Ys=ou+ Y— y 
ence a | 


Sg d+ A+ X ~ Sy 
je = Oh + Out Y— 9 
i iaeuens 5, | 
Now by (100): 
X= — Re cos@ sin w f, Y= Rw cos¢@ cos wt, Z=0 
‘so that: 
ts =pA+ 61— Rocosgsinwt — x; 
Vs=o0u+ 0u+ Rocosgceosmt — yc 
Zs=OV+O0V— Zz, 
Thus by (104), (98), (99), (100) and (101) we obtain: 
opA+20i44+16 — Rw’ cospcoswt = 
ke 
pe (@4+ Reospecos wt — x) 
o4+2en4+p"0—Ro*cospsinwt = 


a ae 7 k? ks? ; 
er ter + re eh —— 5 ler + Reine — 9. 
Or arranged with respect to 0, @ and o: 


a ae 
ag+2igs (i+ 


Re h2 
= Sm — (R cosy cos wt — x) + Rw? cosy coswt 


ne en, 
we+2ne+(a+ eale= 


ks® 
eae 3 (Rcosysinwt— y) + Rw*cosgsinwt 
s 





" _ . ks? 
yvot2vat+|y+—, r)e= 


s 
1s 


Now let us write: 








— (Rcosg cos wt — x;) 
— (Rceosgsinwt— vy) =D, 
— (Rsing — %) 


R w* cosy cos w t 
Rw*cospysinat =D, 
0 | 


| ks® " 

D,+ >a D, + D, 
a : a 110 
Q D (110) 
Now we proceed as follows. We estimate for 7; a certain value. Then a follows 
from (110) so that — when 9 is found — x;, y; and z; follow from (101), whereas 
1, = \ xs* + ys* + 25%, If this value for 7; coincides with the estimated value 
of v;, we have estimated 7; in the right way. Hence this procedure (estimating 7s) 
must be continued until accordance is obtained. Then further @ follows from 
(105). xs, ys and z; then follow from (101) in combination with (100), and %s, ys 
and zs; follow from (104). The determination of the 6 elliptic orbit elements at 
time ¢ from the corresponding quantities %s, Vs, 2s, %s, Vs, Zs, can then further 

be attained by the method already described above. 





13. Disturbing influence of the Sun on the orbital motion of the artificial satellite 
revolving around the Moon 


Let us indicate the coordinates of the sun with respect to the geocentric 
system by %, Ve, Z@. Now the moon will be accelerated by the sun into the 
direction of the sun, so that with respect to the selenocentric system a homoge- 
neous inertia field arises which has everywhere the strength of the specific solar 
attraction at the moon center and the opposite direction. Hence the disturbing 
solar force on the moon satellite is the geometric difference of the direct solar 
attraction on the moon satellite and the solar attraction by which the moon 
satellite would be acted upon if it were placed in the lunar center. Now the 
coordinates of the moon satellite with respect to the geocentric system are x¢ + %s, 
Vo + Ys, 2 + 2s, and the distance from the sun: 





V(%@ — %¢ — *)® + (Yo — ¥¢— 98)? + Ze — 2 — 26)? 


The components of the direct solar attraction per unit of mass on the moon 
satellite then become: 


" (xq — %¢ — %s) f Mo Pies 
[(%q — xq — #3)? + (Yo — ¥¢ — ¥s)® + (Zo — 2 — 2s)? ]9? 





and similar the y and z component. 
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Hence the components of the solar disturbing force per unit of mass become: 





xo — X( 


[(%q — %@)* + (Yo — ¥0? + 
and similar Fo, and Fo. 
- Zz 





In the expressions for Fo,, Fo, and Fo,, %9, Yo, Zo, % Y and z- may be 
Oy 1 Oy ©, *@, Vo, Zo, | VM " 


considered as given functions of time, whereas xs, ys and zs are functions of the 
elliptic orbit elements and the time (being the instantaneous KEPLER motion). 
Indicating the elliptic orbit elements by #,¢, 9,7, ,¢ and introducing 
¢ = d(p, €, t,t) in complete analogy with the considerations above, we then 
obtain: 

Fo, = Fo,(b.€, 9% 1,y, ¢, t) | 

Fo, = Fo, (he 9, 2, y, , t) (112) 

Fo, = Fo,(p, €, %, 1, y, ¢, t) | 


14. Disturbing influence of the Earth on the orbital motion of the artificial satellite 
revolving around the Moon 


The disturbing terrestrial force on the moon satellite is the geometric difference 
of the direct terrestrial attraction on the moon satellite and the terrestrial 
attraction by which the moon satellite would be acted upon if it were placed in 
the lunar center. Hence the components of this disturbing force per unit of 


mass become: 


= ; i (Xq = Xs) a 
[(%¢ + Xs)? + (YVo+ ys)? + (zq + 2s) 
+= “A ow 


xq? + ye? + 2¢7)7? 


273/2 7 





and similar F, and F, 


Thus we find again ultimately: 
*‘. yo *, (p, &, 99, 4, Y, d, t) 
F, =F, (,e, 0,4, y, ¢, ?) 
Oy 


wii 
a 
Vy 


ve = + €, 9%, 1, y, g, t) 


z 


15. Disturbance due to the oblong shape of the Moon of the orbital motion of the 
artificial satellite revolving around the Moon 


Let us consider the boundary surface of the moon as ellipsoid, represented by: 


x2 y2 ' 22 , 
et ae tet (115) 


in which (115) refers to a system of coordinates x’ y’’’ 2’, coinciding with the 
principal axes of the ellipsoid. This system x” y’” 2’, which is rigidly connected 
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with the moon ellipsoid, can be obtained from the selenocentric system x y z 
by three consecutive rotations, according to the scheme: 


/ , snr , 


% y Z————> x’ y'" z——+ xy" 2". sx lz 





about z about x’ about z’ 
at angle « at angle £ at angle y 


(Hence the position of the moon ellipsoid as to the selenocentric system x y z 
is defined by the 3 EuLER angles «, @ and y.) 




















Fig. 9. About z Fig. 10. About +’ Fig. 11. About 2’ 
{z directed to observer) (x’ directed to observer) (z’ directed to observer) 


Now we have to take into account the rotation of the moon ellipsoid, turning 
once throughout one revolution around the earth. Let the z’ axis be the axis 
of rotation and w be the angular speed of rotation. Then we may write y= wt+ A, 
in which A is an angle of phase. The angles « and # may be considered as constants. 
(x is the angle included by the line of intersection of the equator plane of the 
moon ellipsoid with the x y plane, and £ the angle included by the rotation axis 
of the moon ellipsoid with the z axis of the selenocentric system.) 

Now by the transference from system x yz to system x” y’”’ 
by the three consecutive rotations (see Figs. 9, 10, 11): 


z’ we obtain 


, 


x= x’ cosa — y’sin a| vy’ =v" cos 8 — 2’ sin B ' =x" cosy — y’”’ sin y 
y=x'sina+ y’ cos a | z =y" sin B+ 2’ cos "= x’ siny + y’"’ cosy 


Hence: 


mt , 


x = (x cosy — y’’’ sin y) cosa — [(x”’ siny + y’’’ cosy) cos B — 2’ sin £] sing 
y = (x cosy — y’" sin y) sina + [(x”’ siny + y’”’ cos y) cos B — 2’ sin B] cosa 
z = ( 


Ld 


x" siny + y’”’ cosy) sin B + 2’ cos f. 
Or: 


x = x" [cosy cosa — sin y cos # sina] + 
+ y’" [— siny cosa — cosy cos # sina} + 2’ [sin £ sin «] 
y = x" [cosysina + siny cos # cosa] + (116) 
+ y'” [—siny sina + cosy cos B cosa] + 2’ [— sin £ cosa] 
z=x"sinysin# + y’’ cosysin £ + z’ cos £ 





Hence, if F, denotes the specific gravitational attraction of the moon ellipsoid 
at some spatial point x y z (referring to the selenocentric system), and F ie Fy Fy, 
respectively F a" F 9” and Fi be the components as to the selenocentric 





On the Application of the Method of Variation of Elliptic Orbit Elements 211 


system x yz and the system x” y’” 2’ rigidly connected with the lunar ellipsoid, 
we obtain by (116): 
Fx, = Fx’ [cosy cosa — sin y cos B sin «} + 
+ Fy” [— sin y cos « — cos y cos # sin a} + Fz,’ (sin £ sin «| 
Fy, = Fs, haben + sin y cos # cosa} + 
a Py, [— siny sina + cosy cos £ cosa} + Fi [— sin £ cos «] 

F,, = Fy, siny sin 8 + Fy” cosy sin B + Fz,’ cos £ 

If we now like to determine the force components F ty F vy F " at some 
point x yz (referring to the selenocentric system), we find the corresponding 


values x’’ y’’’ z’ from the linear eqs. (116). 
Then further we obtain: 


: — tela ) (x — x") dxdydz 
Fx, + (y— yy’)? 4+ (2 — 2’)2)92 (118) 


and a. aan for F y,” and Ff; 
XN \ 


in which 9(x y z) denotes the mass density distribution at any point within the 
moon ellipsoid. In (118), we have to extend the space integral throughout the 
volume of the moon ellipsoid, in which the variables x y z now refer to the system 
x"’ y’"’ 2’, with (115) as boundary surface. The lunar internal mass distribution 
is unknown and must be estimated; the assumed distribution can be tested by 
comparing the computed and the observed motion. 

Let us integrate (118) in the sequence x + y +z. The integration limits of x 
correspond to any values of y and z. Hence: 


(117) 











The integration limits of y are the extreme values of y belonging to any value 
of z. We now obtain by (115): 


2 2 2 
x y z 
= = l —_— —. 





We have now to take the extreme values of y on this ellipse. Hence we obtain 
as integration limits with respect to y: 


/ 2 
mam to/i— 3. 


For the rest, the integration limits of z become 21,2 = + ¢. 
Hence (118) becomes: 


fo(x yz) (x — x") dx 
<a" (yy) + 2 





24372 





and similar expressions for Fy” and Fz’. 
(119) 


Now let us write: 





felxy2) (x— x” = 
[(x — i he + (y a2 y"")2 4. (3 ~ z')?)3/2 = F(x, y, z). 
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As to the integration with respect to x, we take 7 collocation points x, scattered 
throughout the interval: 


a . 
reali. bce a 
Then replace for a definite value set y, z, F(x yz) by 





in which: 
IT (x — Xn) = (x — x) (% — %)... 
n#k 
and 
IT (x — %n) = (% — %4) (Xk — %q).. «(Xk — Xp—1) (Hk — Xp)... (Hk — Xn). 
n#k 
Then the integration with respect to x with g(x) as replacement function can be 
carried out, providing: 


The procedure must be carried out for many sets of values y, z, so that the 
surface y = p(y, z) in py yz space becomes known. Subsequently we obtain as 
integration with respect to y: 


(120) 


which must be carried out for different values of z. Therefore we replace y(y, z) 
by the integrable function: 


" IT(y — yn) 

\ n#k 
4 = _ ——— V > Zz 
x(¥) — TT (yn = yn) 9 ) 


in which again collocation points are chosen throughout the integration interval: 


This procedure must then be carried out for different values of z, corresponding 
with different intersection curves in y yz space of the surface y = p(y, 2) with 
a plane parallel to the y y plane, at distance z from y y. 





On the Application of the Method of Variation of Elliptic Orbit Elements 
Then further we obtain: 


(121) 


For carrying out the integration (1: 
function: 
n [T(z — 2n) 
(2) = 2) 


Ss 


Se (ZR) 
Il A, — Zn) 7 
k=1 pur 
in which again the collocation points are chosen throughout the interval 
Z=—c72z2=+6. 


We then obtain for (121): 


which can be integrated directly. 

Now in connection with the eqs. (117) the force components F'x,, Fy, and F;, 
are found as functions of x, y,z (now referring to the selenocentric system) 
whereas x, y and z, being the coordinates of the instantaneous KEPLER motion, 
are known (by the procedure already described in the foregoing) as functions of 
p, €, 9, 1, y, @, and ¢ in which ¢ = ¢(f, €, fy, t). Hence we find ultimately: 


Fy, a Fy (p, £, 45,7, y, 9, t) (123) 
F;, =m Fi (p, E, 45,1, y, 9g, b) | 
Then the disturbing force per unit of mass, due to the deviation of the lunar 
body from spherical symmetry becomes: 


F,.=Fi,+ 
a (124) 


and similar F,, and F,_ 
Thus the force components of the resulting specific disturbing force in x, y 


and z direction become: 
F,=Fo,+F 
F,=Fo, + Fy +Fx (125) 
Vy 
Fy=Fo,+ Fy + Fs, 
2), (114), (123), (124) and (125) we find: 
Fy(p, €, 99,1, y, >; t) 
: = F,(p, &, 99,1, y, ot) ¢ (126) 
F, = F;(p, €, 99,4, y, >, t) | 
Further, in complete analogy with the formula’s derived above for the earth 
satellite, we now obtain for the moon satellite a system (43), (44) of 6 simulta- 
neous differential equations of first order in #, €, 9, to, i and y, in which (126) 


must be substituted as right members of (44). This system can again be integrated 
by the method of successive approximations. 


Hence in connection with (11: 


15* 
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For the rest, a lunar mass distribution in accordance with the satellite motion 
can be found again in first approximation as follows. Denoting the coordinates 
of the moon satellite with respect to the selenocentric system by 4%, y and z, 
we can find x’’, y’’”’ and z’ from (116). Dividing the lunar volume in 3 7 parts 
with masses ,, Mg,... m3», We obtain in similar way as above (point 10): 

3n 




















and similar Fy.” and F,,’. 


Consequently, Fx., Fy, and F;, follow from (117), in which for ¢ the value 





must be substituted corresponding with x,y,z. Then: 


%=F,,+Fo,+F 






| (127) 


Ot 


x 
and similar » and Z | 





Measuring %, ) and Z for » times 4, fy,... tm (for which also the coordinates 
x,y and z, appearing in (127), must be determined by observation), we obtain Yo! 
by (127) 3 equations which are linear in the 3 quantities mi, so that these 
can be solved. 195’ 


Concluding it must be emphasized that never a unique solution of the internal 
mass distribution of the earth or of the moon can be obtained by only studying 
(by means of the satellite) the external gravitational field. 

For consider in the mass ellipsoid a spherical region, concentric as to the 
center of the ellipsoid, and assume in this region a partial radial symmetric 
mass distribution 9,(7) in such a way, that the density at any point may be 
represented by 9 = o0,(7) + 0.(xvz). Then any variation of 9,(7) (maintaining 
the radial symmetry and total mass due to 9,) will give the same external 
gravitational field. Hence in order to obtain a unique solution, always additional 
considerations of internal mass equilibrium will be required. 
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Abstract. The angular velocity w as a function of time ¢ of a sphere or spherical 
shell rotating about an axis perpendicular to a uniform magnetic field B is given by 
w(t) = w(0) exp (— ¢t/t), where the time constant t, besides depending on the nature 
of the material, is inversely proportional to B?. The purpose of the present paper 
is to apply these results to the proposed satellite moving in the geomagnetic field. 
t is found to be of the order of ten days. 

Zusammenfassung. Die als Funktion der Zeit ¢ betrachtete Winkelgeschwindig- 
keit w einer Kugel oder spharischen Hiille, die um eine zu einem einheitlichen magne- 
tischen Feld B senkrechte Achse rotiert, ist gegeben durch a(t) (0) exp (— ?#/t). 
Dabei hangt die Zeitkonstante t von der Natur des Materials ab und ist umgekehrt 
proportional zu B?. Zweck der vorliegenden Arbeit ist es, diese Ergebnisse auf die 
Bewegung des projektierten Satelliten im geomagnetischen Feld anzuwenden. Es 
ergibt sich, daB die GroBenordnung von rt 10 Tage ist. 

Résumé. La vitesse angulaire d’une sphére ou d’une coque sphérique tournant 
autour d’un axe perpendiculaire a un champ magnétique uniforme B est une fonction 
du temps w(t) = w(0) exp (— ¢/t). La constante de temps t, outre sa dépendance 
de la nature du matériau, est inversément proportionnelle a B*. L’objet de l’article 
est d’appliquer ce résultat au satellite en mouvement dans le champ géomagnétique. 
La constante de temps trouvée est de l’ordre de dix jours. 


I. Introduction 


It is expected that the earth’s satellite to be launched in the future will spin 
about its axis several times per second at launching time. This is desired to make 
certain experiments feasible, as well as for aerodynamic stability. It has long 
been known that conductors rotating in a magnetic field will slow down [1 
the purpose of this report is to review the results existing on this subject and to 
apply them to the case of the satellite moving in the geomagnetic field. 


II. The Torque and the Time Constant 


SMYTHE [2] gives the following formula for the torque on a thin spherical 
shell rotating about an axis perpendicular to a uniform magnetic field: 
T = — po/(l+ qq? w?) (1) 
where 
p= 2 Bi2atcd/3 
qg=uacd/3. 


1 U.S. Naval Research Laboratory, Washington, D.C., USA. 
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Here a is the radius of the shell, d its thickness, o is conductivity, u the magnetic 
permeability, w the angular velocity of rotation and B, the magnetic field 
perpendicular to the axis of rotation. MKS units are used. The derivation of 
this formula is discussed in Appendix I. 

When the initial angular velocity is small compared to g7 (i.e. g? wp? < 1), 
(1) may be written simply 
T= — po. (2) 
Using approximately realistic values for uw, a, o and d, viz. w= 1.25 x 10-* 
henrys/m., a= .5m., o=2 x 10’mho/m., d=7.8 x 10-4m. we _ find 
q~1 = 300 per second. It is not expected that the shell will be made to spin 
that fast, and the approximation (2) will therefore be satisfactory. 

With the torque given by (2), NEWToNs equation of motion 


T = Io (3) 
where J, is the moment of inertia of the shell, is readily integrated: we find 
@ = Wy exp (— t/T) (4) 
where 
T= I,/P.- 
The moment of inertia of a spherical shell is J) = 82 0 a4d/3 where o is the 
density; with this and (1) the time constant becomes simply 


t=40/B.70. (5) 


It is worth noting that the time constant t is independent both of the radius 
and the thickness of the shell, a fact that suggests that the result (4) and (5) 
will also hold for shells of arbitrary thickness and radius, including homogeneous 
spheres of any size. This is in fact correct (see Appendix I). 


III. Application 


The preceding section contains several stated and implicit simplifications 
and approximations which merit some discussion. 

A. We have neglected the second term in the denominator of eq. (1), having 
justified this for the physical situation we envisage. There was however, no 
mathematical necessity for doing this, for (3) can be integrated in closed form 
also when this approximation is not made. The details of this, being of no direct 
interest in the present case, are relegated to Appendix II. Here we only note that 
refusal to make this approximation will decrease the absolute value of the torque, 
and that our result (4), however accurate or inaccurate, is certainly not smaller 
than the exact result. 

B. The calculation applies to a homogeneous conducting shell. In practice, 
the satellite will be loaded down with experimental equipment and engineering 
structures. To a first approximation, this additional mass may be considered 
nonconducting. Inspection of the derivation of eq. (4) shows that in that case 
the time constant could be multiplied by 

MZ) = 19 = 1+ L'/Lg (6) 
where J’ is the moment of inertia of the nonconducting load and J the total 
moment of inertia of shell and load. Taking this effect into account will therefore 
increase the time constant t, and the conclusion we reached in Section III A, 
that the effects described by eqs. (4), (5) are certainly not smaller than the true 
result, will still hold. Appendix III gives a semiquantitative estimate of the 
effect and shows that /(/) is roughly 7/4 in the case under consideration. 





The Effect of the Earth’s Magnetic Field on the Spin of the Satellite 


C. The quantity B, in Section II was defined as the magnetic field perpendic- 
ular to the axis of rotation. It can be shown (Appendix I) that a magnetic field 
whose direction is parallel to that of the axis of rotation has no retarding effect. 
We must therefore put into eq. (5) the square of the component of magnetic 
field that is perpendicular to the instantaneous spin axis, not the square of the 
total field. Since the magnitude as well as the direction of the magnetic field 
changes as the satellite moves in its orbit, t will vary as well. Fortunately, 
Section IV shows that t is much larger than one period of revolution (about 
90 minutes), and we may therefore average B, (and t) over one orbit. This 
is a geometrical problem simple in principle but somewhat involved computa- 
tionally. It has been solved for circular orbits, as is outlined in Appendix IV. 
The result is 


.. ee 
(B.)etective = B,? es sin? x (1 + 2 sin? £) 


B,? g(a, B) 


where « is the inclination of the orbit with respect to the magnetic equator 
and £ R is the distance from the magnetically southernmost point on the orbit 
to the launching point, B, is the magnetic field at the magnetic equator, and R 
the radius of the orbit. 

On account of the rotation of the dipole itself about the rotational axis of the 
earth, this average value will be somewhat different for each successive rotation 
of the satellite about the earth. Nontheless (7) will give us a good idea of what 
the average effective field will be. 

We notice that the total effect of this “‘orbit’’ correction is not large; the 
lowest and highest possible values of (B.*). are seen to be, respectively, B,? and 
17/8 B,?; they apply, respectively, to orbits around the equator, and to orbits 
that start at the equator and pass over the poles. 

D. The magnetic field depends on the distance of the orbit (which we have 
assumed circular) from the center of the earth. This correction is included in 
the derivation of Appendix IV. For orbits only a few hundred kilometers above 
sea level, the following correction formula will be satisfactory: 


B,-? = By? (1+6%+4+ 15%?4+...] (8) 
== B,-* h(x) 
where x = 52 A x 10 with A the orbit’s altitude above sea level, in kilometers, 
and B, the sea level value of the earth’s magnetic field at the magnetic 
equator. 


IV. Numerical Results 


If we include all the corrections of Sections II B, C, and D in eq. (5), we get 
Tet = T(Bo) f(1) h(x)/g(a, B). (9) 
We use [3] By = 3.1 x 10-5 webers/m?, 9 = 2.3 x 10% kg/m’, o = 2 x 10° 
mho/m and get 
t(Bo) = 4.7 x 10° sec. 
For /(I) we use (see Appendix II) 7/4. For an altitude of 400 km, x becomes 
.063 and A(x) = 1.44. To get a suitable value for g(x, 8) we must remember 


that « and £ themselves undergo small changes on account of the rotation of 
the earth. « will not exceed the sum of the inclination of the magnetic with 
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rotation axis of the earth (29°) and the inclination of the satellite’s orbit with 
respect to the rotational equator (contemplated to be 40°), or 69°; hence we use 
1.2 
a ee . 
34] 7 ada = 35 
—23 
as an average value of sin’x, and 1/2 for the average value of sin?@. This 
gives g(a, 6) = 1.26. (9) becomes therefore 
Te## = 9.4 x 10° seconds 
(10) 
Teff = 11 days. 


Many factors involved in the design of the first satellite are so unsettled at 
the time of this writing that our numerical results (10) can be an estimate at best. 
Note, however, that all data and correction factors have been chosen so as to 
give a value of t which will be too small rather than too large; (10) should 
therefore be a lower limit for the effective time constant. 

It will be noticed also that the instantaneous effect of the geomagnetic field 
is likely to decrease greatly in the future when satellites with presumably greater 
payloads and higher orbits will be designed. On the other hand, the expected 
longer lifetime of such vehicles may make this effect of greater importance in 


the long run. 


V. Summary 


The angular velocity w of a sphere or spherical shell rotating about an axis 
perpendicular to a uniform magnetic field B is given by w = w (0) exp (— ?/t), 
where the time constant t, besides depending on the nature of the material, is 
inversely proportional to B*. To calculate the effect of the earth’s magnetic 
field on the proposed satellite, appropriate corrections for load and changing 
magnitude and direction of the field must be made. 17 is found to be of the order 
of 10 days. 

I should like to thank Dr. J. E. KupperIAN, Jr. for much discussion. 
Mr. M. ScHaAcu, who has performed similar calculations independently, has 
kindly called my attention to Ref. {2}. The data needed for Sec. IV and 
Appendix III were provided by various workers at this laboratory. 


Appendix I 


It is well known that an electrical generator whose terminals are connected to a 
resistive load will stop moving unless mechanical power is supplied to it. The same 
will happen if the terminals are shorted, since the generator has an internal resistance 
as well. A conducting sphere rotating with angular velocity w, about the y axis in 
a uniform magnetic field B, in the z direction may be considered to be a shorted 
generator and will slow down in the same fashion. The order of the magnitude of 
the torque can be estimated as follows: the induced electric field is Ey = vz B; = wr B, 
the current density J, = «0 E = owr B, the force exerted on a current element by 
the magnetic field Fy, = Jy B, = owr B*, the torque about the y axis F,z= 
~F,r=owr* B*; when integrated over the sphere this will give ~o B?v a? w, 
v being the volume of the sphere; and this is essentially eq. (1), except for numerical 
constants and for the denominator. The denominator arises from the fact that for 
large w the secondary magnetic field which is induced by a current is not negligible 
compared to the primary one (a fact which we have tacitly assumed in the above 


order-of-magnitude calculation). 
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Exact derivations of eqs. (1) and (4) may be found in the literature [1], 4, 5] 
and are outlined ir textbooks and will not be given here. It has been shown [4] that 
the lines of current flow are circles in the yz plane whenever the denominator of (1) 
can be neglected, so that the results (9) hold for solid homogeneous spheres as well 
as arbitrarily thick spherical shells. 

The fact that a magnetic field B, parallel to the axis of rotation has no effect, 
except a negligible transient one, on the rotational motion is also easily shown: 
the induced electric field which is perpendicular to both B and v, will always and 
everywhere be directed outward towards the surface; as a result the surface of the 
sphere will charge up and the field produced by these charges will eventually (i.e. in 
a small fraction of a second) cancel the electric field induced by the magnetic field. 
As a result no currents will flow except for an instant, and in the steady state there 
will be no retarding torque. A very similar argument shows that there will be no 
force, except a negligible transient one, retarding the translational motion of a 
conductor in a magnetic field [6). 


Appendix II 
Eq. (3) with T given by (1) without any approximation reads 
Iho = —paoj(1+ gq? ow?); 
this is readily integrated to give 
w ae yp 
— exp] — — q? a,’ — — - exp (— ?¢/t), 
Wo 2 Do"] 


an expression valid for all w. When @p, is large (g? wo? > 1), (1) simplifies to 
T = — p/q?m and integration of (3) leads to the particularly simple solution 


w? = w,? — 2t/t q?. 


Appendix Ll 


To compute the moment of inertia Jy of the shell and the moment of inertia J’ 
of the other objects in the satellite, the detailed structure of it must be known. We 
use the best design data available at this time. The results are estimates only, but 
it will be noted from the following table that only the antennas have a moment of 
inertia comparable to the shell. The uncertainty in our data is therefore not likely 
to have gross consequences. 

The moments of inertia of the various items are estimated in the following table: 





Volume 
ot 


Formula for ] R Moment 


Structure Moment of Inertia (Inches) of 
Inertia 
(lbs.in?) 





Shell 2/3) J ; 5 10 
Antennae (3) J : R,) ; 40,10 
Lya experiment 

Equipment at center 


10 
1.5 


| Approximated by (1/2) MR? | 
Plate at top | f 3 
4 


Braces 7 


We conclude that I’/I, > 3/4. 
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Appendix IV 


x 


Define a righthanded coordinate system S ={yJ]; a coordinate system S’ 
Zz 


obtained by rotating z into x about y by an angle «; and a coordinate system S” 


obtained by rotating x’ into y’ about z’ by an angle f. We have 
‘=fTS (A 1) 
= US’ (A 2) 
= UTS (A 3) 


Cos a 

0 
— Sina 
Cos B 
— Sin Bp 


1 


= x24 y2 + 22, Gos'0! = 2"/r", Tang’ = 9/2’. (A 4) 





Also define 


Let the z axis coincide with the earth’s magnetic axis, and let « be the inclination 
of the plane of the orbit with respect to the (magnetic) equator; then the satellite 
will proceed along the g’ direction; and if Rf is the distance along g’ from the 
magnetically southernmost point on the orbit, then the satellite direction of motion 
at the instant of launching will be y’’, and since the direction of the spin axis will 
coincide with the direction of motion at the instant of launching, the direction of 
the spin will always be y”. 
In the orbit, z’ = 0, 6 =2/2, Sin 6’ = 1, Cos 0’ = 0 and the inverse of (1) 
simplifies to 
% = %'COS4 
ym y’ (A 5) 
z=’ sina 

and the inverse of (4), which usually is 
x’ =yrsin 0’ cos ¢’ 
y’ =rsin 6’ sin d’ (A 6) 
Zz =rcos @’ 


simplifies to 


x’ =¥rcos¢’ 
y’ =rsin ¢’ (A 7) 
, 


The magnetic field B is (very nearly) a dipole field, i.e. it can be obtained by 
taking the negative gradient of the potential 
V = — V,cos 0/r? = — Voz2/r?. 
Its polar components are therefore 
B, = (V,/r*) 2 cos 6 
Be = (V,/r3) sin 6 


and its cartesian components are 


V,/R.? = .31 gauss = 3.1 x 10-5 webers/m?. 
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The quantity we wish to calculate is the average value (over one circular orbit 
of radius R centered about the origin of the dipole) of the square of the component 
of magnetic field that is er to the spin of the satellite, 


(BY) -L [ore x B)-(S x B) (A 10) 


where S is a unit vector in the sitesi of the spin. Using the identity [7] 
(a x b):(c x d) =(a-c) (b: d) — (a-d) (b:c) 
the integrand of (A 10) becomes (S- S) (B- B) — (S- B) (S- B). 
Since § is a unit vector, S$: S = 1; and since its direction is the y”’ direction, 
S-B is simply B,”’. (A 10) therefore is 
2x 


(B*)e = 5, [ae ‘B— B,’”). (A 11) 
KL 4 
0 


One must now express B,’’ in terms of the unprimed system by means of (A 3); 
then substitute (A 8) into the integrand of (A 11); express the unprimed variables 
in terms of primed cartesian ones by use of (A 5) and finally in terms of primed polar 
ones by use of (A 7). All this, as well as the subsequent integration, is elementary. 
We find 


A 3 
(Bey = | a) : + = Sin?a(1 + 2 Sin? a| (A 12) 


R3 
[ae By? g(a, B) 
where B, = V,/R® is the value of the geomagnetic field at the magnetic equator a 
distance R from the origin. B,? can be written 
Bi? = (Vo/R.*)? (Re/R)? 

or B,* = B*/(1 + %)° (A 13) 
where R, = 40000/2 2 km is the radius of the earth, Ad = R — R, is the height of 
the orbit above sea level, x =4A/R, and By, the magnitude of the geomagnetic 
field at sea level at the magnetic equator, is 3.1 x 10-5 webers/m?. (A 13) is useful 
when ¥ is small; in that case we may use the binomial expansion, 

h(x) =1+64%4+4+ 15%"... 
with * = 5a x 105A (Ain Km). 
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Buchbesprechungen — Book Reviews — Comptes rendus 


Zur Mechanik der Photonenstrahlantriebe. Von E. SANGER. (Mitteilungen aus dem 
Forschungsinstitut fiir Physik der Strahlantriebe e.V.: Heft 5.) Mit 17 Abb. und 
8 Tab., 92 S. Miinchen: R. Oldenbourg. 1956. DM 36.—. 


Der vorliegende Beitrag zur Mechanik der Photonenstrahlantriebe stellt den 
ersten Teil eines umfassenden Forschungsprogrammes auf dem Gebiet der Photonen- 
strahlantriebe dar, dem entsprechende weitere Abhandlungen iiber die Verbrennungs- 
physik, die Strahlungsphysik, die Strahlungsreflexion und Strahlungsabsorption in 
Photonenstrahltriebwerken folgen sollen. Der Verfasser gibt zunachst die Grundlage 
einer moglichst allgemeinen, relativistischen Strahlantriebsmechanik, in der die 
Mechanik der Photonenstrahlantriebe nur als der hier wichtigste Sonderfall erscheint, 
wahrend alle anderen Antriebsfalle von Fahrzeugen, wie chemische und kernchemische 
Raketen, Staustrahlen, Turbinenstrahlen, Propellerstrahlen bis zu den Antrieben von 
Wasser- und Landfahrzeugen, Radantrieben und biologischen ,,Gehantrieben‘‘ als 
weitere Sonderfalle darin enthalten sind. 

Der Verfasser hat die Ergebnisse seiner Berechnungen zum ersten Mal auf der 
ersten internationalen Tagung des Forschungsinstituts fiir Physik der Strahlantriebe 
(Februar 1956 in Freudenstadt, Schwarzwald) ver6dffentlicht und damit eine welt- 
weite Diskussion entfesselt, die zur Zeit noch anhalt. 

Fiir interstellare und interplanetare Raumfahrt, aber auch fiir die atmospharische 
Luftfahrt scheinen die Photonenstrahlantriebe jedoch tatsachlich eine Endlésung des 
Antriebsproblems zu versprechen. 

Der Gesamtinhalt des umfangreichen Berichts (den der Rezensent schon jetzt, 
relativ kurze Zeit nach seinem Erscheinen, als historisches Dokument von funda- 
mentaler Bedeutung bezeichnen mochte) laBt sich natiirlich hier nicht wiedergeben. 

Die Ergebnisse ‘vgl. E. SANGER, Astronaut. Acta 8, 89 (1957)] folgen aus der 
speziellen Relativitatstheorie, welche besagt, daB Masse, Zeit und Lange keine abso- 
luten Gr6Ben sind, sondern vom Bezugssystem abhangen, daB also zum Beispiel die 
Zeitmessung in einer schnell fliegenden Rakete andere Werte ergibt als die von der 
Erde aus vorgenommene Zeitmessung. Diese Relativitat von Lange und Zeit ist dem 
Physiker der Gegenwart verstandlich; andererseits beruhen zahlreiche MiBverstand- 
nisse bei der Betrachtung und Erorterung der vorliegenden Flugmechanik nur dar- 
auf, daB diese Relativitat von Lange und Zeit auch heute durchaus noch nicht zum 
allgemeinen Bildungsgut gehért (von grundsatzlichen Erwagungen iiber die Giiltig- 
keit der Theorie abgesehen), obwohl sie bei Messungen an Mesonen der kosmischen 
Strahlung in Erscheinung tritt. 

Betrachten wir ein in etwa 30.000 m Hohe entstandenes Meson, dessen experi- 
mentell bestimmte Lebensdauer rund 2,2-10-* sec betragt. Seine Geschwindigkeit 
ist nur wenig kleiner als die Lichtgeschwindigkeit. Demnach diirfte es einen Weg 
von héchstens 600 m zuriicklegen, ehe es zerfallt. Trotzdem erreicht es die Erd- 
oberflache, kommt also 50mal so weit, wie ihm eigentlich zusteht. K6nnte sich ein 
Beobachter im Augenblick der Entstehung eines Mesons auf diesem niederlassen und 
sein Schicksal mit einer 4uBerst genauen Uhr verfolgen, wiirde er zu dem Ergebnis 
kommen, daB das Meson tatsachlich nur rund 2 milliontel Sekunden existiert und 
in dieser Zeitspanne die 30.000 m lange Strecke vom Ort seiner Entstehung bis zur 
Erdoberflache zuriicklegt. Dividiert er diesen ihm bekannten Weg durch die ge- 
messene Zeit, erhalt er als Geschwindigkeit 15-101! cm/sec, also ,,50fache Licht- 
geschwindigkeit‘‘. MiBt er allerdings vom Meson aus auch noch den zuriickgelegten 
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Weg, wiirde er nur 600 m registrieren, das heiBt die Strecke von 30.000 m ware auf 
600 m zusammengeschrumpft (Langenkontraktion) und die Lichtgeschwindigkeit, 
vom Meson aus betrachtet, nicht tiberschritten. 

Die von SANGER benutzte, die Relativgeschwindigkeit des Lichts tiberschreitende 
fiktive Eigengeschwindigkeit der Photonenrakete ergibt sich, weil aus praktischen 
Griinden Zeit und Weg in zwei verschiedenen Bezugssystemen gemessen werden. 
Die Zeit wird an Bord der Rakete gemessen, denn diese Eigenzeit ist natiirlich fiir 
die Lebensspanne der Besatzung und den Treibstoffverbrauch des Antriebs allein 
maBgeblich. Der Weg dagegen wird von der Erde aus gemessen, denn die uns be- 
kannten astronomischen Distanzen sind allein fiir den Erfolg der Reise ma8geblich. 
Physikalisch ergibt diese Verkniipfung von Messungen in zwei verschiedenen Bezugs- 
systemen keinen sinnvollen Wert, praktisch ergibt sie den e:nzigen sinnvollen Wert. 
Wenn man aus praktischen Griinden in Zukunft von _,,Uberlichtgeschwindigkeit*‘ 
spricht, mu8 man natiirlich wissen, daB damit nicht gemeint ist: ,,schneller als 
Photonen“, sondern nur: ,,die frktive Eigengeschwindigkeit — ein Rechenergebnis aus 
Messungen in zwei verschiedenen Bezugssystemen — wird gr6Ber als 300 000 km/sec”. 

Da der vorliegende Bericht, wie eingangs erwahnt, nur den ersten Teil eines um- 
fassenderen Forschungsprogrammes darstellt, gibt der Verfasser noch keine tech- 
nischen Lésungen fiir den Photonenstrahlantrieb an. Die quantitative Auswertung 
des Photonenstrahlantriebs fiihrt ihn jedoch zu dem Schlu8: ,,Raumfahrten in 
solche Tiefen der Galaxis, daB sie mit endlicher Wahrscheinlichkeit zur Begegnung 
mit auBerirdischen Intelligenzwesen fiihren, werden mit einer technologischen Kom- 
bination des Prinzips der Photonenraketen mit jenem der Photonenstaustrahlantriebe 
am ehesten ausfiihrbar sein.‘‘ An anderer Stelle des Vorworts zu vorliegendem Be- 
richt spricht der Verfasser davon, ,,daB einmal Photonenraketen und Photonen- 
staustrahlen die 4uBersten Weiten des Kosmos durcheilen auf der Suche nach unseren 
Briidern im Weltall‘‘, so daB man vorliegende Arbeit in Abwandlung eines 1925 von 
WALTER HOHMANN verwendeten Titels (,,Uber die Erreichbarkeit der Himmels- 


k6rper‘‘) auch tiberschreiben konnte mit: , Uber die Erreichbarkeit der Fixsterne“. 
H. GARTMANN, Frankfurt a. M. 


Raketentechnik und Raumfahrtforschung. Beitrage zur Technik der Strahl-Antriebe 
und -Flugk6rper, zur Ballistik, Elektronik, Raumfahrtmedizin und Hohenforschung 
sowie zu: deren naturwissenschaftlichen und technischen Grundlagen. MHeraus- 
gegeben von der Deutschen Gesellschaft fiir Raketentechnik und Raumfahrt e.V., 
Stuttgart-Zuffenhausen. Hefte 1 und 2 (April und Juli 1957). Einzelpreis je Heft 
DM 4.—, $ 1l.—. 


Die DGRR (vormals Gesellschaft fiir Weltraumforschung e.V.) gibt seit kurzem 
eine technisch-wissenschaftliche Berichtsreihe heraus, von der nun die beiden ersten 
Hefte vorliegen. Aus ihrem Inhalt geht hervor, daB diese Berichtsreihe, deren Einzel- 
nummern in zwangloser Reihenfolge erscheinen sollen, wirklich das gesamte Gebiet 
der Raumfahrtforschung zu erfassen bestrebt ist. 

Aus der Feder der aus dem In- und Ausland stammenden Verfasser H. v. ZBo- 
ROWSKI, E. BUCHNER, C. R. HIMMLER, A. EHMERT, E. LOHRMANN, W. BERGER, 
J. W. Wicains, H. H. KoeE.tte, E. H. Graut sind Arbeiten enthalten iiber: zylin- 
drische Raketenbrennkammern; thermodynamisches Verhalten und Leistungsdaten 
fliissiger Treibstoffe fiir Raketentriebwerke; Automation durch hydraulische und 
elektrohydraulische Steuerungen in Raketen; Strahlung und Ionosphare; kosmische 
Strahlung; Photoelemente in kiinstlichen Erdsatelliten; technische Gase als Arbeits- 
medien fiir Raketentriebwerke; Feststofftriebwerke fiir héchste Geschwindigkeiten; 
Symbole und Definitionen fiir die Berechnung von Stufenraketen; radiobiologische 
Probleme der Raumfahrt; ferner technische Berichte iiber ein- und zweistufige 
elektrohydraulische Servoventile (H. MARX), bzw. Steuerschema und Steuerorgane 
der A-4-Rakete (D. E. K6LLE). Wie man sieht, fiirwahr ein ausgezeichneter Quer- 
schnitt durch die Wissenschaft der Astronautik. 

Die einzelnen Arbeiten, als deren Zweck angegeben wird, daB sie der einschlagigen 
deutschen Industrie und dem interessierten Personenkreis konkrete Unterlagen fiir 
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eine fachliche Unterrichtung bieten wollen, zeigen ein hohes Niveau. Eine den um- 
faBten Gebieten nach sehr breit angelegte Rubrik ,,Literaturhinweise“ zitiert in iiber- 
sichtlicher Gliederung neuere Erscheinungen der Buch- und Zeitschriftenliteratur. 

Die Berichtsreihe enthalt nicht nur Ubersichtsartikel, sondern auch Original- 
Forschungsarbeiten. Da die Astronautik zu den der Gegenwart arteigenen, sich neu 
bildenden ,,synthetischen Wissenschaften“ zahlt und kein ,,Astronaut‘’ Fachmann 
auf allen beteiligten Spezialgebieten sein kann, bieten die Hefte jedem etwas, oder 
besser gesagt, jedem vieles. Sie sind daher als eine sehr erfreuliche Leistung der 
DGRR zu werten, die sich mit dieser Neugriindung ein groBes Verdienst und sicher- 


lich einen bestandigen Platz in der astronautischen Literatur erworben hat. 
F. Hecut, Wien 


Rocket Propulsion Elements. An Introduction to the Engineering of Rockets. 
Von G. P. Sutton. Zweite Auflage. Mit 130 Textabb., XIII, 483 S. New York: 
J. Wiley & Sons, Inc. — London: Chapman & Hall, Ltd. 1956. Geb. $ 10.25. 


Der bekannte Spezialist der Rocketdyne, einer Division of North American 
Aviation, Inc., hat nach sieben Jahren dem inzwischen unbestritten eingefiihrten Werk 
eine zweite Auflage folgen lassen. Als Mann der Technik sowohl wie auch als Uni- 
versitatslehrer (University of California) zeigt er den richtigen Blick fiir eine lehr- 
buchmaBige Darstellung der wissenschaftlichen und technischen Grundlagen des 
Raketenantriebes und der Ausfiihrungsformen des Raketenmotors. Wenn der Autor 
darauf hinweist, daB die erste Auflage seines Werkes als Textbuch in vielen Kursen 
uber Raketentechnik an Colleges, militarischen und industriellen Anstalten beniitzt 
worden ist, so darf der Rezensent in aller Bescheidenheit vielleicht erwahnen, daB 
auch ihm dieses Buch als eine der besten Grundlagen wertvollste Dienste fiir ein 
einschlagiges Referat in den Chemischen Instituten der Wiener Universitat ge- 
leistet hat. 

Die Vermehrung des Umfanges von 294 Seiten auf nunmehr 483 Seiten in so 
wenigen Jahren entspricht der gewaltigen Entwicklung der Wissenschaft und Technik 
des Raketenantriebes. Eine Bibliographie von 46 Seiten gibt dem Studierenden Ge- 
legenheit, seine Kenntnisse aus der Originalliteratur zu vertiefen. Dariiber hinaus 
sind den Einzelabschnitten weitere Literaturhinweise und Aufgabensammlungen 
angeschlossen. 

Jedes Lehrbuch zeichnet sich durch die persdénliche Auffassung des Verfassers und 
seine besondere Bewertung der einzelnen Stoffgebiete aus. Manche Rezensenten 
pflegen eine wesentliche Aufgabe darin zu erblicken, zu kritisieren, daB der Verfasser 
etwa den einen oder anderen Sektor ,,nicht vollstandig genug‘’ behandelt habe, weil 
sie selbst vielleicht ein solches Buch anders geschrieben haben oder schreiben wiirden. 
Der unterzeichnete Rezensent ist der Meinung, daB bei einem so jungen Gebiet, wie 
es die heutige Raketentechnik darstellt, eine solche Beurteilung schlecht angebracht 
ware und man dem Verfasser fiir seine groBe Miihe, dieses Werk aus der Fiille des 
Materials zu ,,komponieren‘‘ und es auf dem laufenden Stand zu halten, dankbar 
sein muB. In diesem Sinn erlaubt er sich, nachdem er die erste Auflage studiert und 
die zweite durchgesehen hat, sein Urteil dahin zu AuBern, daB das Buch von 
G. P. SuTToN seinen bleibenden Platz in der Lehrbuchliteratur der Raketentechnik 
bewahren wird, weil es ein sehr wertvolles Buch ist, das angehende junge Raketen- 


techniker und Astronauten als Einfiihrung mit sehr viel Nutzen studieren konnen 
und sollten. F. Hecut, Wien 


Meteors. Proceedings of a Symposium on Meteor Physics. Herausgegeben von 
T. R. Katser. (Journal of Atmospheric and Terrestrial Physics: Special Supplement, 
Band II.) Mit 74 Textabb., VII, 204S. London & New York: Pergamon Press Ltd. 
1955. 55s. 

Dieses Sammelwerk berichtet iiber Vortrage, die auf dem Symposium itber 
Meteorphysik in Jodrell Bank Experimental Station, University of Manchester, im 
Juli 1954 gehalten wurden. Die bedeutendsten Fachleute aus allen Teilen der Erde 
bereicherten es durch 39 Vortrage, so daB es unméglich ist, auf beschranktem Raum alle 
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behandelten Themen aufzuzahlen. Sie beziehen sich u. a. auf durch Meteore und 
Meteoriten hervorgerufene Leuchterscheinungen; Struktur, Geschwindigkeiten und 
Bahnen dieser kosmischen K6rper; ihren Einflu8 auf die Ionosphare; Radio- und 
Radarmessungen; Meteorstro6me; den beriihmten Eisenmeteoritenregen von 
Sikhoté-Aline, von dem seither vielen Museen in aller Welt Probestiicke iiberlassen 
worden sind; die interplanetare Materie im Sonnensystem. Von den Autoren mégen 
hier — als pars pro toto — nur F. L. Wuippte, E. J. OprK, T. R. Kaiser, H. StEDEN- 
ToPF, V. G. FESSENKO erwahnt werden, ohne dafs damit im mindesten die Bedeutung 
der iibrigen Autoren und ihrer Beitrage beeintrachtigt werden soll. 

Die Astronautik bezeigt seit jeher fiir diese Himmeiskérper auch aus praktischen 
Griinden eminentes Interesse und wird den aus ihrem Auftreten entspringenden Ge- 
fahren um so besser entgegentreten kénnen, je mehr wir schon heute tiber Mete- 
ore und Meteoriten wissen. Dazu leistet das vorliegende Sammelwerk, das eine 


wahre Fundgrube fiir alle Interessierten darstellt, einen bedeutenden Beitrag. 
F. Hecut, Wien 


Einfiihrung in die Atomphysik. Von W. FINKELNBURG. Vierte, verbesserte und er- 
ganzte Auflage. Mit 266 Textabb., XI, 545 S.  Berlin-G6ttingen-Heidelberg: 
Springer-Verlag. 1956. Geb. DM 45:.—. 


Schon nach drei Jahren erwies sich eine Neuauflage des vorliegenden Werkes als 
erforderlich, die jedoch gegentiber der dritten Auflage keine allzu groBen Umarbei- 
tungen erfuhr, so daB8 der Umfang im wesentlichen der gleiche blieb. Das Buch hat 
sich als ein von einem bewahrten Fachmann geschriebener Studienbehelf langst 
durchgesetzt. Die Anwendung der Atomenergie in der Astronautik, die friiher oder 
spater ja folgerichtig kommen wird, ist auch fiir die Forscher und Ingenieure der 
Raumfahrt und Raketentechnik von unabdingbarer Bedeutung. Infolgedessen gehen 
Biicher wie das vorliegende auch die auf diesem Gebiet zusammenarbeitenden Fach- 
leute verschiedenster Spezialrichtungen an. Fiir den nicht-deutschsprachigen Leser 
sei erwahnt, daB es sich um kein Werk der Praxis, sondern um ein solches handelt, 
das dem Beniitzer die Grundlagen der Atomphysik und der experimentellen Be- 
obachtung verstandlich macht. 

Die einzelnen behandelten Abschnitte sind: Atome, Ionen, Elektronen, Atom- 
kerne, Photonen; Atomspektren und Atombau; quantenmechanische Atomtheorie; 
Physik der Atomkerne; Physik der Molekiile; Festké6rper-Atomphysik. Vor allem 
die an erster, dritter und vierter Stelle genannten Kapitel sollten den astronautisch 
eingestellten Physiker und Ingenieur besonders interessieren. In dem Abschnitt 
tiber die ,, Physik der Atomkerne“ wird u. a. auf die thermischen Kernreaktionen bei 
Hochsttemperaturen (es sei darauf hingewiesen, daB die Physik bei hohen Tem- 
peraturen das Spezialgebiet des Verfassers ist) im Innern der Sterne und die Entstehung 
der Elemente, die Hohenstrahlung (cosmic rays), die Sto&prozesse energiereicher 
Elektronen und Photonen, Kaskadenschauer, die Rolle der Mesonen in der Héhen- 
strahl- und Kernphysik, die Kernkrafte und das Problem der universellen Natur- 
konstanten eingegangen, auf héchst aktuelle Probleme jenes Forschungsgebietes also, 
das vielleicht einmal zur Verwirklichung der Photonenantriebe fiihren wird. 

Es ist tiberfliissig, dem seit 1948 stets auf der Héhe der Forschungsergebnisse ge- 
haltenen Werk eine besondere Empfehlung mitzugeben. F. HecntT, Wien 


Erratum 


CannEY, H. E., Jr., and F. I. Orpway, III:! The Uses of Artificial Satellite 
Vehicles. Part II. Astronaut. Acta 8, Fasc. 1, 1 (1957). 


p. 11: In the last line it should read... and 1000 miles {86}, some in the equatorial 
plane, to capitalize on tangential velocity. 
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Additional remark 


KLEMPERER, W. B., and R. M. BAKER, JR.: Satellite Librations. Astronaut. 
Acta 8, Fasc. 1, 16 (1957). 

The derivation given in the article for the oscillation frequency of a dumbbell 
shaped satellite and for an oblong body of revolution on a circular orbit applies 
only to oscillations lying in the plane of the orbit. If such a body is in an attitude 
with its axis inclined out of the orbital plane, then a centrifugal moment will come 
into play. Its magnitude is exactly 1/3 of the moment of the gravitational forces, 
both in the case of the dumbbell and of the ellipsoid. Hence the oscillation frequency, 


w’, will here have a factor 2 instead of }3 and the formulas corresponding to equa- 


tion (9), (20), or (20a) will read w’ = 2Q, 202 e/\2 — g% J2Q2e respectively, 
and for the Moon TJ)’ = 20 and T,’ = 35 lunar months. 

In view of this, the last sentence of the penultimate paragraph on page 21 is 
incorrect and should be deleted. So should the words “‘however’’ and ‘“‘quite”’ in 
the two subsequent sentences, to be consistent. 

This situation was brought to our attention by Dr. R. E. RoBerson of North 
American Aviation Company, Atomics Division, which is gratefully acknowledged. 

At this occasion, a few small typographical errors which had occurred in the 
printed article may also be corrected: 





On page 18 in equation (2) read... — T instead of T. 

On page 19 in equation (3) read... mg instead of m. 

On page 19 in equation (7) read... ¢, instead of dy. 

On page 26 in equation (16) read... b4/4instead of b?/4 and /4a‘ instead of /4a?. 
Herausgeber, Eigentiimer und Verleger: Springer-Verlag, Wien I, Mélkerbastei 5. — Fir den Inhalt verantwortlich: 


Prof. Dr. Friedrich Hecht, Wien VIII, AlserstraBe 69. — Druck: Berger & Schwarz, Zwettl, N.-O. 





New Zealand Visual Observations of the Rocket Accompanying the 
Russian Artificial Satellite 


By 
R. A. Anderson! and C€. 8. L. Keay! 
(With 1 Figure) 


(Received November 12, 1957) 


Abstract. Tracks derived from New Zealand visual observations are presented 
and a comparison made between the observed regression of the nodes of the orbit 


and that expected by theory. 

Zusammenfassung. Aus visuellen Beobachtungen von Neuseeland aus werden 
Bahnprojektionen angegeben und ein Vergleich der beobachteten mit der theoretisch 
erwarteten Regression der Knoten gezogen. 

Résumé. Présentation de trajectoires déduites des observations visuelles faites 
en Nouvelle Zélande et comparaison entre la régression des noeuds observée et celle 


prévue par la théorie. 


1. Introduction 


During the week following the launching of the first Russian artificial satellite, 
New Zealand was one of the most favourably positioned countries for making 
visual observations, due to the fact that it was almost directly underneath the 
orbit during the hours of evening twilight, when the rocket and satellite were 
still illuminated by the Sun. 

Within a few days of the launching, reports from throughout New Zealand 
indicated that a surprisingly bright object was plainly visible following the 
predicted path of the satellite. An announcement from Russia suggested that 
this was likely to be the third stage of the rocket which launched the satellite. 
This was verified by DopPLER radio results which indicated that the satellite’s 
times of approach differed slightly from those of the visible object, whereupon 
a Dominion-wide appeal was made for visual sightings from members of the 
public. As a result, adequate sightings were obtained to enable tracks to be 
plotted for the evening approaches occurring on October the 9th and 12th. 
Weather conditions severely limited the sightings on other days prior to the 
disappearance of the rocket from the evening sky. It is the purpose of this paper 
to present and discuss the data obtained. 


2. Observational Data 
The basis of the observations lay in obtaining accurate times of passage of 
the rocket through the constellations of Scorpio and Aquila, these being con- 
veniently placed and prominent enough to enable the public to recognise them. 
However, various other methods were also used, e.g. theodolite bearings, 
photographs taken by ordinary cameras and visually observed positions relative 


1 Physics Department, University of Canterbury, Christchurch, New Zealand. 
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to constellations other than those suggested. The best reports were used to 
define the tracks shown on the accompanying chart, the remainder of the observa- 
tions being used as checks only. 
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Fig. 1. Orbital tracks near New Zealand for the evenings of October 9th and 12th 


Most of the observations were star checks which were used to derive local 
values for the azimuth and elevation at the time of observation. These azimuths 
and times were plotted on a chart and, with the aid of a template, the tracks 
could be drawn to fit them. The outline of the template represented the projec- 
tion of the orbit on the rotating earth and was calculated assuming an orbital 
inclination of 65° and a period of 96 minutes, these being the only assumptions 
necessary. The actual shape of the template depends on the map projection used; 
in this case an orthomorphic conical projection, on which the track closely 
approximates to a straight line. The two tracks obtained are shown in Fig. lI, 
from which the times and positions given in Table I were derived. The errors 
shown are maximum errors. The error in the longitude represents the maximum 
amount by which the whole track may be shifted laterally. 


Table I 





Date | Latitude | Longitude 





Oct 9th | — 39900 | 167924’ E + 
Oct 9th | — 3190 | 172940’ E + 
Oct 12th — 44999" | 152934’ E + 
Oct 12th | — 35900" | 159931’ E 
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From these tracks an estimate of the height of the rocket was obtained, 
using the elevations derived from the star checks and the relation between height, 
ground range and elevation given by 


Cosh 
ame ( et 1) 


where d is the height of the orbit, R the radius of the Earth, / the elevation, 
and 6 is given by 6 = R/r radians, 7 being the ground range. The mean height 
for the portion of the orbit observed was 334 miles, standard error 14 miles, on 
October 9th, and 323 miles, standard error 8 miles, on October 12th. These values 
are consistent with the elements of the satellite orbit published in ‘‘Nature”’ [1]. 


3. Discussion of Results 


Between October 9th and 12th, the track of the rocket shifted 10°43’ + 36’ 
in longitude. When allowance is made for the sidereal time difference between 
the times of reappearance at the same point in the orbit a mean regression of 
the nodes of 11'36’’ + 48” per revolution is obtained. 

This figure may be compared with that derived from the theory of SPiTzER [2], 
and of BLITZER, WEISFELD and WHEELON {3, 4], who considered the perturba- 
tions introduced in a satellite orbit by the oblateness of the Earth. Their theory 
yields an expression for the regression per revolution, AA, of 


aa=2ny(* 


where J = 3/2 (C — A)/(M R?) is a constant depending on the oblateness of the 
Earth, as derived from gravity measurements (see JEFFREYS [5]), FR, the equato- 
rial radius of the Earth, a, the semi-major axis of the orbit and 7, the inclination 
of the orbit to the Equatorial plane. 

The values used by us were 

R = 6378 Km, J = 1.637 x 10°, 
4 = 65° a = 6941 Km. e = 0,0512. 

The value of a was based on a mean orbital period of 95 mins. 55 secs, as 
determined from our observations. It results in a mean height of 563 Km. 
(350 miles) and this is consistent with our mean heights and other reports, in 
particular the value of a by LAauTMAN, SLOWEY and McCrosky quoted in [1], 
which yields a = 6946. 

The theoretical regression is then found to be 12’41” + 30”, the error quoted 
being that corresponding to an error in a of 50 Km and in: of 1°, the latter making 
the larger contribution. The factor arising from the eccentricity makes a difference 
of only 1 part in 200 in this case. 

From present estimates of the value of the orbital inclination it would appear 
that the value obtained for the theoretical regression may be low, indicating a 
significant discrepancy between theoretical and observed values. Perturbations 
due to the Sun and Moon are negligible, and the higher order terms in the Earth’s 
gravitational potential function would not appear to be sufficient to account for 
the difference. 


2 
: ie on ae 
ae Cost radians/rev. 
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On Determining the Orientation of a Cylindrical Artificial 
Earth-Satellite? 


By 
R. J. Davis’, R. C. Wells’, and F. L. Whipple*+ 
(With 1 Figure) 


(Recerved March 15, 1957) 


Abstract. There are certain advantages to be gained by using the spent third 
stage of the satellite launching rocket as a separate satellite, to be observed for 
scientific data. If observations on such an object are to be useful, we must be able 
to determine its orientation observationally from the earth’s surface to establish 
the coefficient of atmospheric drag. 

A method is proposed for determining this orientation by observing the flash 
from a specularly reflecting cylindrical surface. Only half the surface would be made 
specularly reflecting; the other half would be a diffuse reflector to allow continuous 
observation of the object as well. 

We have derived expressions from which one can determine the orientation of 
the cylinder from observations of the flash. We have assumed that the cylinder is 
tumbling extremely slowly, if at all. Although the problem of the more rapidly 
tumbling cylinder is also soluble, we do not discuss it in this paper, further than to 
suggest a test for tumble. 

We have also experimentally determined the probability of obtaining sufficient 
observations of the flash to be useful. With our proposed positioning of observers, 
we would obtain the required three flash observations at approximately 20 percent 
of our observing locations. We believe that this probability is high enough to insure 
the success of a program based upon a cylindrical satellite such as that suggested 
here, provided there is no physical deterioration or deformation of the satellite during 
launching. 

Zusammenfassung. Falls die dritte Stufe der einen Satelliten emportragenden 
Rakete selbst als gesonderter Satellit verwendet wird, um zur Gewinnung wissen- 
schaftlicher Daten beobachtet zu werden, ergeben sich daraus bestimmte Vorteile. 
Wenn die Beobachtungen eines solchen Objektes von Nutzen sein sollen, mu8 man 
durch Beobachtung von der Erdoberflache ‘aus seine Orientierung verfolgen kénnen, 
um den Koeffizienten des atmospharischen Widerstandes zu ermitteln. 

Die Verfasser schlagen eine Methode zur Bestimmung dieser Orientierung vor, 
indem die Lichtblitze von einer auffallend reflektierenden zylindrischen Oberflache 
beobachtet werden. BloB die halbe Oberflache wiirde stark reflektierend ausgestaltet 
werden; die andere HAalfte miiBte ein diffuser Reflektor sein, um eine Dauerbeobach- 
tung des Objektes zu ermoglichen. 

Es wurden Gleichungen abgeleitet, aus denen die Orientierung des Zylinders aus 
Beobachtungen der Reflexionsblitze ermittelt werden kann. Dabei wurde ange- 


1 Part of this research was conducted under a grant from the National Science 
Foundation for the International Geophysical Year. 

? Harvard College Observatory, Cambridge, Mass., USA. 

3 A. D. Little Co., Inc., Cambridge, Mass., USA. 

‘ Smithsonian Astrophysical Observatory, Cambridge, Mass., USA. 
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nommen, daB sich der Zylinder nur auBerst langsam umwalzt, wenn iiberhaupt. 
Obwohl auch das Problem eines sich schneller umwalzenden Zylinders lésbar ist, 
wird es von den Verfassern in der vorliegenden Arbeit nur soweit erértert, als ein 
Nachweis fiir eine solche Bewegung vorgeschlagen wird. 

Die Wahrscheinlichkeit, eine brauchbare Zahl ausreichender Beobachtungen des 
Aufblitzens zu erhalten, war Gegenstand einer experimentellen Bestimmung. Mit der 
von den Verfassern vorgeschlagenen Anordnung von Beobachtern wiirden die er- 
forderlichen drei Lichtblitzbeobachtungen an ungefahr 20% der Beobachtungsstellen 
erhalten werden. Es ist anzunehmen, daB diese Wahrscheinlichkeit groB genug ist, 
um den Erfdlg eines Programmes zu sichern, das auf einem zylindrischen Satelliten 
beruht, wie er hier vorgeschlagen wird. Vorausgesetzt wird dabei, daB wahrend des 
Aufstieges keine physische Beschadigung oder Deformierung des Satelliten erfolgt. 


Résumé. Le troisieme étage d’une fusée de lancement peut aussi devenir un 
satellite dont l’observation présenterait un intérét scientifique. Pour qu’elle puisse 
servir a la mesure de la trainée atmosphérique il faut que l’orientation du corps 
puisse étre suivie de la terre. 

Une méthode est suggérée a cet effet. Elle consiste a observer l’éclat d’une 
réflexion spéculaire sur une moitié de la surface cylindrique du corps; l'autre moitié 
étant un réflecteur diffus permettant une observation continue. 

Les expressions permettant de déduire des observations lumineuses |’orientation 
du cylindre ont été obtenues dans l’hypothése ou: ce dernier ne tourne que lentement 
ou pas autour d’un axe transversal. Quoique le probléme du cylindre en rotation 
plus rapide puisse étre résolu, la discussion ne va pas au dela d’une suggestion pour 
un test de rotation rapide. 

La probabilité de recueillir un nombre utile d’observations a fait l’objet d’une 
détermination expérimentale. Nous estimons que les positions proposées pour les 
observateurs permettraient d’enregistrer les trois éclairs de réflexion requis en 20% 
environ du nombre de postes d’observation. Cette probabilité semble suffisante 
pour assurer le succés d’un programme basé sur un satellite de forme cylindrique, 
pour autant qu'il n’ait pas été déformé par les opérations de lancement. 


One of the major purposes of launching and observing artificial earth satellites 
is to determine the density of air to extreme altitudes. For this purpose, the 
satellite must have a known air-drag cross section, and if a nonspherical satellite 
is to be used, we must have an observational method of determining its orienta- 
tion. Unless the drag can be allowed for accurately, the value of the scientific 
results based upon optical satellite observations will be seriously diminished. 


One of the authors has proposed using the spent shell of the third stage of 
the launching rocket in the determination of air drag. If this could be done we 
would, in effect, get two satellites for the price of one. Or, alternatively, we would 
eliminate the need of housing the experimental gear and telemetering equipment 
in a large spherical satellite, and could house this equipment instead in a more 
compact unit specifically designed for the purpose. 

We assume that the third stage of the launching rocket will be a cylinder 
approximately 48 inches long and 18 inches in diameter. If it were painted so 
as to be a diffuse reflector, to an observer on the earth the cylinder would appear 
slightly brighter than a spherical satellite of 20-inch diameter. ZIRKER, WHIPPLE, 
and Davis (1956) have determined that under the most favorable conditions 
such a sphere would appear brighter than 6th magnitude. For a sphere, optimum 
conditions would exist when it was on the side of the sky opposite the sun, at 
an altitude of about 60°, and at the standard height of 200 miles above the 
earth’s surface. If the cylinder were a diffuse reflector, however, we could 
ascertain almost nothing about its orientation. 
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If the cylinder were a specular reflector it would normally be invisible, since 
the reflected light from the sun would be concentrated into a conical region, with 
the axis of the cone coinciding with that of the cylinder, and the sun lying on the 
invisible branch of the cone. Since the sun presents an angular diameter of 0.5° 
and the satellite presents a diameter of less than 1” of arc, the actual illuminated 
region would lie between two cones having semiapex angles differing 
by 0.5°. 

F We shall deal with the problem on a strictly geometrical basis to obtain an 
estimate of the brightness of the flash. We assume that sunlight is reflected 
uniformly by the diffuse cylinder. The reflected radiation is thus spread out 
uniformly over approximately 46,000 square degrees. The light reflected by the 
specular cylinder, on the other hand, is concentrated into a conical region of 
angular area (as seen from the satellite) of (0.5°) x (360°) x sin 6, where @ is 
the semiapex angle of the cone and equals the angle between the axis of the 
cylinder and the direction from the satellite to the sun. Using the purely geomet- 
rical formulation given above, we find that 


Brightness of specular reflection 46 000 sq. degrees 





Brightness of diffuse reflection (180 sq. degrees) x sin 6 


so that, even when sin § reaches its maximum value of 1.0, the flash is 257 times 
as bright as the diffuse reflection; this ratio corresponds to an increase of 
6 magnitudes in brightness. The average value of sin@ is 2/z, so that under 
average conditions the flash would be nearer to 6.5 magnitudes brighter than the 
diffuse reflection. The formula fails, of course, for small values of sin §, since 
we are not dealing with a single cone, but with a region between two cones. 
The flash of maximum intensity occurs when sin 6 = 0. The specular reflection 
is then concentrated into a cone of semiapex angle 0.25°, which therefore presents 
an angular area of 2 x (0.25)? = 0.2 square degrees at the satellite. This 
maximum flash would therefore be 13.6 magnitudes brighter than the cor- 
responding diffuse reflection. It must be pointed out, however, that this maximum 
flash could not be observed, since it could occur only with the satellite directly 
in front of the sun. 

A cylinder that is diffusely reflecting on one end and specularly reflecting on 
the other would combine the best properties of each type of reflection. The 
satellite would be continuously visible as a body having very nearly the same 
brightness as a 20-inch spherical satellite. In addition, flashes would frequently 
be observed, about 6.5 magnitudes brighter than the usual magnitude of the 
object; from these flashes, the orientation could be obtained. If the object is 
not tumbling, or is tumbling very slowly, these flashes will last at least 0.5 seconds. 
Magnetic effects are expected to damp out most tumbling and rotation after the 
cylinder has made a considerable number of revolutions about the earth. The 
problem is then to determine the probability of bur observing these flashes at 
the surface of the earth, and to derive expressions to give the orientation from 
these observations. 

The first problem was easier to solve experimentally than analytically. 
Therefore we constructed as a model a specular cylinder 3 inches long and 
3/4 inches in diameter. We used a flashlight to represent the sun and studied 
the position of the reflection as we varied the orientation and position of the 
satellite. We found that the flash intersected the surface of the earth about 
25 percent of the time when the satellite was at an altitude greater than 20°. 
A probability of this order should enable us to keep track of the orientation of 
the satellite well enough for the measurement of air density. 





234 R. J. Davis, R. C. WELts and, F. L. WuHippLe: 


Let us now examine the problem of determining the orientation from the 
observations. The known quantities are the position of the sun, the position 
of the satellite, and the position of each observer, at the time each flash is seen. 


zw Aris (T) 


Zz ALIS 
y ALIS 








Fays of Sun >, do 








Larersecting surtace 
(the Earth) 





Lncreasing darkness Twilight Lacreasing Night 
hick thy aaa region sea na 


Fig. 1. Geometry of cylindrical reflection 


If two observers note the flash simultaneously, we must determine the direction 
of the axis of a cone that contains these two observers and the sun, and whose 
apex lies at the known position of the satellite. Since we have three known lines 
in space intersecting at a point, we can, by terminating these lines at equal 
distances from this apex, determine three points lying in a plane perpendicular 
to the axis of the cone. If we set up a right-handed rectangular coordinate system 
with origin at the satellite, z-axis directed toward the north celestial pole, and 
x-axis directed toward the first point of Aries, we can find the direction compo- 
nents of the axis of the satellite as follows (see Fig. 1): 

Let (x,, V1, 2,) and (%9, Vg, 2) be the coordinates of the two observers in the 
coordinate system specified above. Let (ao, 6d) be the right ascension and 
declination of the sun as seen from the satellite. We must now find points on 
our three elements of the cone equidistant from its apex. Let the coordinates 
of these points be (%,’, yy’, 2’), (%9', Vo’, 2), and (x@’, Ye’, Z@’). We shall 
now define 

D? = x? + yi? + 2,?, +=1,2,... 


and set x,’ = %,, y;) = ¥4,, and z,’=2z,. We then have 
x; = xD,/D; 
‘= yD,/Di, ¢=1,%,... 
a “D,/D) 


We also have 
— D, sin %@ cos do 
= — D, cosa@ cos de): 
= — D,sin dg 
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The direction components of the axis of the cylinder will be 
] | 
1| 
1 





1 


A l 
aaa (A2+ B?2 + C?)12 cos 6 
B l 
oe (A2 + B2+ C2)12 cos 6 

It is highly unlikely that two observations of the flash will be made simulta- 
neously. Even if this event occurs, we must have at least one additional observa- 
tion, taken at a different time, to ascertain whether the object is tumbling. 
If our observations are separated in time, we can advance our lines of position 
in accordance with usual navigational procedure: 

xi(ty) — xi(ti) = X(t) — Xo (Zi) 

Villy) — Vilti) = Volts) — Vo(ti) (6) 

2;(t,) — 2;(t;) = Zo(t,) re en | 
where ¢; represents the time the flash was observed at the 7th station, and the 
subscript 9 refers to the position of the object. Of course, x9(¢,) = Vo(¢,) = 29(t,) = 9. 
The position of the satellite at time ¢;, relative to its position at time ¢,, can be 
obtained from its orbital parameters. If the satellite is not tumbling, observations 
of the flash made at three stations will agree as to the direction of the axis of the 
cylinder. If it is tumbling, the three observations will not agree as to direction, 
and we must then use these data to solve for the direction of the tumble axis 
and speed of the tumbling. We shall not go into the determination of these 
quantities; the formulae could easily be derived if we should need them. 

We have considered what procedure is best for observing the flashes. Our 
experiments with the satellite model suggest that we should place the observers 
along the arms of a cross. We calculate the position likely to contain the satellite, 
at a time when it is illuminated by the sun and the observer is in twilight or 
darkness, and place the center station of the observing cross directly beneath 
this position. Other stations would be placed along the arms of this cross at 
50-mile intervals for a perigee observation, and at 200-mile intervals for an 
apogee observation. There would be a total of nine stations in each observing 
cross. One arm of the cross would be parallel to the track of the satellite. At 
least one observer in such a network should observe the flash on about 50 percent 
of the times when the satellite is visible. Since the observers are placed in positions 
such that flash observations are not statistically independent, triple observations 
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of the flash should occur at least 20 percent of the time. The flash will be bright 
enough for amateurs to observe it adequately even without optical aids. Methods 
would need to be worked out to eliminate erroneous observations and to obtain 
accurate data on time and position. These problems would seem to be less serious 
for flash observations than for ordinary Moonwatch observations, however, so 
that they should be very easy to solve. 

It should be emphasized that the above comments are based upon strictly 
geometrical considerations. They do not consider diffraction, deterioration of 
the specular surface, distortion of the cylinder, atmospheric absorption and 
refraction, etc. 

We suggest the name “‘Barber Pole” for this type of satellite. We believe 
that much useful scientific information could be obtained from such a satellite 
at almost no additional cost. 


Reference 


J. B. ZirkeEr, F. L. WuippLe, and R. J. Davis, in: VAN ALLEN (ed.), Scientific 
Uses of Earth Satellites, p. 23. Ann Arbor: University of Michigan Press, 1956. 
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Abstract. In Ref. [1] Gopparp’s problem of thrust optimization was discussed. 
It was shown that, in addition to an initial boost, a boost at burn-out may be required 
if both the altitude and velocity to be reached are specified. However, no account 
was taken of variation in burning time. In this note it is shown that such a variation 
must be considered for the case of second boost. 


Zusammenfassung. In {1} wurde das Gopparpsche Problem des optimalen 
Schubes behandelt. Es wurde gezeigt, daB eine diskontinuierliche Geschwindigkeit 
sowohl am Brennanfang als auch am BrennschluB erforderlich ist, falls die zu er- 
reichende Hoéhe und Geschwindigkeit vorgeschrieben sind. Die Variation in der 
Brennzeit wurde aber nicht in Betracht gezogen. In der vorliegenden Arbeit 
wird gezeigt, daB eine solche Variation behandelt werden muB, falls die Geschwindig- 
keit am Brennschlu8 diskontinuierlich ist. 


Résumé. Dans la référence {1} il a été établi que le probleme de GopparRp pour 
l’optimisation de la poussée requiert, en plus d’une impulsion initiale, une impulsion 
terminale en vue de satisfaire simultanément aux valeurs prescrites pour l’altitude 
et la vitesse finales. Cependant les variations dans la durée de combustion n’étaient 
pas prises en considération. La présente note montre que cette variation intervient 
dans le calcul de la seconde impulsion. 


I. Introduction 


In Ref. [1] a Calculus of Variations solution was presented for GODDARD’s 
classical problem of minimizing the initial mass of a rocket required to reach 
specified altitude and velocity. In the discussion of this problem no account was 
taken of the variation of burning time for “neighboring’’ trajectories, since 
previous analysis had shown that such variation yields no new relation when the 
specified altitude is the summit altitude, i.e. when the specified velocity is zero. 
It was shown that when the specified velocity is not zero, a case (denoted by (b) 
in Ref. [1]}) can arise for which the transversality condition can be satisfied only 
when a boost at burn-out is permitted. Further analysis has shown that in the 
latter case, the variation in burning time must be considered. It is the purpose 
of this note to correct the derivation of [1] to that extent. 

1 Aeroballistics Analysis Branch, U.S. Naval Ordnance Test Station, China Lake, 
Calif., USA. Now Department of Engineering, University of California, Berkeley, 
Calif., USA. 
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II. Theory 

In order to save space the reader is referred to [1] for a statement of the 
problem. All symbols and definitions are those of [1], as is the method of solution. 
For ‘‘neighboring”’ trajectories 












From Fig. 1 it is seen that 
$;/=s,=s,+e6s,+ev' dt. (2) 






Similarly, corresponding to Ss, 
M’ = M’ + 66M'+eM' ot, 








































j v' =v’ +edv'+ev' dt. (3) 
From Fig. 2 it then follows that 
VU, — 2; = = (S, — S,) 1957 
1 1 ds, 1 1 
a «= 
Ne a wee oe ot,). 
7 4 
cal (a 
ty’ If no boost occurs at burn-out 
v=, 
M’ = M, = M' (5) 
so that 
- 6§M'=6M,=—M'dt,. (6) 
5 OS ' 


We recall that eq. (1.14) of 
[1] is 
c(1 — k) [A,°6M° — A,’ 6M’] = A,’ bs’ — A,° ds° + A,’ M’ dv’ — Ao M® dv® 


a a 
+f {fase 22 — a, [0 


[ ' : 
+]4, mes © _ 3, Mt iM — ig| 0 
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Fig. 2 





+ 1A, (0 ++ 2aom-m— ica —alom} at (7) 


The integrand of (7) leads to the EULER-LAGRANGE equation, eq. (1.18) of [1]. 
For the case of v continuous at burn-out, eqs. (3). and (4) lead to 





A Note on Gopparp’s Problem 


From eq. (7) with (6) and (8) it follows that 
c(1 — k) A,°6M° = —c(1—k)A,'M' bt, 


, dq 
$y 5, +4 (0, — 6) oy 
1 


+ a! M, 2. 6s, — a9 M? dv”. 
ds, 
But 
c(1 — k) 6M, =c (1 — k) 6M® + M° ov® 
so that for 6M, = 0, eq. (9) becomes 
a'|M, pa ss i’ —éa—s ur |, 


1 
+ 2 +4'M, = io 
However, from the equation of motion, eq. (1.8) of [1], we have 
c(1—k) M’'+M,i’=—M,g—M,2°9, 
=—M,g—D, (12) 


so that the coefficient of d¢, in eq. (11) is merely the equation of free flight and 
hence vanishes. The coefficient of ds, must then also be equal to zero, i.e. 


: dg 

As + he Mi = 0. (13) 

2 1 ‘ds, 
In view of eq. (1.17) of [1], eq. (13) leads to the transversality condition for the 
case of v continuous at burn-out, i.e. 

ie, * 
Pv Lav | 3c(1 —&) 

which is eq. (1.25) of [1]. Eq. (14) together with the solution of the free flight 
equation can then be solved for s, and v,. 


If eq. (14) and the solution of the free flight equation cannot both be satisfied, 
as in case (b) of [1], a discontinuity in v must be permitted at burn-out since 


v'<S. (15) 


| = Mj*¥¢+9, (14) 
Ji=4 


Then 

(16) 
at 

(17) 


must be attained by boost 


ys 


M’ e*A-®) — M,e*-*), (18) 

In that case, there is no free flight. However, from Fig. 2 it is clear that when 
v%,=7,=S, (19) 

3,=5,=S (20) 


so that 
ds’ = ds, = —v’ Oty. (21) 








A Note on Gopparp’s Problem 





G. LEITMANN: 





240 


From eq. (18) with (3) it follows that 

c (1 — k) (6M’ + M’ 6t,) + M’ (dv’ + v’ dt,) = 0 (22) 
so that, for dM, = 0, eq. (7) again leads to the EULER-LAGRANGE equation 
and also 





dq’ 6s’ — Ay! [c (1 — k) M' + M’ 9’) ot, = 0. (23) 
In view of eq. (21) and the equation of motion, eq. (23) becomes 
A,’ v’ — A,’ (Mg 4+ M8 D),-1,- = 9. (24) 


, 


Elimination of 4,’ and A,’ by means of eq. (1.17) of {1} reduces eq. (24) to 


[aD D se oe , 

4 ee ee [M8 g 4+ Djrn,-- (25) 
Eq. (25) is then the transversality condition for the case of v discontinuous at 
burn-out. It replaces eq. (1.24) of [1]. Eq. (25) with (16) and (17) can be solved 
for v’. Eg. (2.15) of [1] is also modified in conformity with eq. (25). 


Reference 
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Die Eigenschaften von Wasserstoff und Wasser als Arbeitsgase fiir 
kernenergetisch beheizte Raketentriebwerke! 


Von 
Irene Singer-Bredt?, DGRR 
(Mit 14 Abbildungen) 


(Eingegangen am 8. Januar 1957) 


Zusammenfassung. In einigen technischen Anwendungsbereichen, speziell bei Rake- 
ten extrem hoher Reichweiten, ware es erwiinscht, einem Arbeitsmedium in einem Kessel 
eine um mehrere Zehnerpotenzen hdhere Energie, als sie bisher bei Dampfkesseln 
zur Verfiigung stand, zuzufiihren, um danach dieses Arbeitsmedium sehr hoher 
Enthalpie durch Expansion in einer Lavat-Diise auf médglichst hohe Ausstrém- 
geschwindigkeit zu beschleunigen. Die technischen Schwierigkeiten bei dieser Auf- 
gabenstellung liegen nicht nur in der Aufheizung eines geeigneten Arbeitsmediums 
auf eine gentigend hohe Enthalpie, sondern mehr noch in der Beherrschung der bei 
dieser hohen Feuergasenthalpie stattfindenden Warmeiibergange an die feuer- 
bertihrten Behalterwande. 

Unter diesen Gesichtspunkten werden Wasserstoff und Wasserdampf auf ihre 
Eignung als Arbeitsgas untersucht. 

Es werden fiir beide Gase Enthalpie-Entropie-Diagramme unter volliger Be- 
riicksichtigung aller stattfindenden Dissoziationen und Ionisationen im Druckbereich 
zwischen 10+? und 10~® at und im Temperaturbereich zwischen 500 und 10 000° Kk 
berechnet und daraus die fiir Wasser bzw. Wasserdampf bei entsprechenden Energie- 
zufuhren und unter Voraussetzung von Gleichgewichtsverhaltnissen méglichen Aus- 
str6mgeschwindigkeiten bei verschiedenen Druckgefallen in der Diise abgeleitet und 
miteinander verglichen. Hierauf werden Einflu8 der spezifischen Gemischwarmen 
und der mittleren Molekulargewichte vor und nach der Aufheizung auf die erreich- 
baren Ausstr6mgeschwindigkeiten an den Rechenbeispielen des Wasserstoffs, des 
Wassers und des Heliums herausgeschalt. Auf Grund der hierbei gewonnenen Er- 
kenntnisse werden weitere Hydride leichter Elemente auf ihre Verwendbarkeit als 
Arbeitsgase hin untersucht und unter ihnen Bor(III)-Wasserstoff und Methan zur 
genaueren Berechnung empfohlen. 

Nachst den Ausstrémgeschwindigkeiten werden mit Hilfe von bereits friiher ein- 
gefiihrten Parametern die bei Gleichgewichtsverhaltnissen auftretenden Warme- 
tibergange an die Feuerraumwande fiir Wasserstoff, Wasser und Helium vergleichs- 
weise untersucht. 

Endlich wird noch der Einflu8 von Nichtgleichgewichtsvorgangen auf Aufheizung 
und Entspannung besprochen. Es wurden zunachst drei charakteristische hypo- 
thetische Grenzfalle von unvollstandiger Gleichgewichtseinstellung nebeneinander 


1 Nach einem Vortrag anlaBlich der 8. Jahreshauptversammlung der ,,Deutschen 
Gesellschaft fiir Raketentechnik und Raumfahrt‘‘, Stuttgart, 22. bis 24. Novem- 
ber 1956. 

* Forschungsinstitut fiir Physik der Strahlantriebe e.V., Stuttgart-Flughafen, 
Bundesrepublik Deutschland. 
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betrachtet und die in allen drei Fallen in der Diisenmtindung bei gleichen thermo- 
dynamischen Anfangsbedingungen in der Brennkammer gewinnbaren kinetischen 
Energien bei Wasserstoff und Wasser vergleichsweise berechnet. Danach wird er- 
wogen, wie weit und in welcher Form man bei Aufheizung eines Arbeitsgases durch 
Fremdenergie mit Abweichungen vom Energiegleichgewicht tatsachlich rechnen 
muB. 

Insbesondere drei Methoden einer Arbeitsgas-Aufheizung, namlich mit Hilfe von 
Spaltungsreaktoren, mit Lichtbégen oder mit Fusionsreaktoren, werden untersucht. 
Dabei ergibt sich, daB bei der Durchmischung energiearmer Arbeitsgase mit Ele- 
mentarteilchen hoher Energie eine besondere Form der Gleichgewichtsabweichung 
eine Rolle spielen kann, die durch eine Uberbesetzung des Ionisationsfreiheitsgrades 
in der Heizkammer charakterisiert ist. Die hierdurch gebundene Aufheizungs- 
enthalpie ist wahrscheinlich bei der Ausstr6mung nur zu einem geringen Prozentsatz 
in kinetische Energie konvertierbar. Es werden Formeln entwickelt, die diese 
, primare‘’ Ionisierung eines Arbeitsgases und den damit verbundenen Enthalpie- 
verlust in Abhangigkeit von der lonisierungsenergie des Arbeitsgases, dem Massen- 
verhaltnis von Arbeitsgaspartikel und Energietragerpartikel und vom zahlenmaBigen 
Verhaltnis beider Teilchensorten bei bekannten Heizkammertemperaturen und 
kinetischen Energien der GeschoBteilchen darstellen. Am Beispiel der Aufheizung 
von H, oder H,O durch Elektronen- oder «-Teilchen-BeschuB werden die Energie- 
und Mischungsbereiche angegeben, in denen die Verluste durch primdre Ionisierung 
eine Rolle spielen. SchlieBlich wird mit Hilfe der Raketengrundgleichung noch die 
Zahl der pro Zeiteinheit dem Arbeitsgas zuzufiihrenden Energietrager, die einen be- 
stimmten Schub oder eine bestimmte geforderte Ausstro6mgeschwindigkeit der Rakete 
gewahrleistet, fiir die genannten Beispielfalle berechnet. 


Abstract. In some fields of technical application — in particular with ballistic 
missiles of extremely long ranges — it would be desirable to employ a_ working 
medium, contained in a tank, with an energy higher by several orders of magnitude 
than has hitherto been available with steam boilers, and thereupon, to accelerate 
this working medium, possessing a very high enthalpy, by expansion in a LavaL- 
type-nozzle to the highest exhaust velocity possible. The technical difficulties inherent 
in this problem do not only consist of heating a suitable working medium to a 
sufficiently high enthalpy, but are even more to be found in controlling such high 
gas enthalpies with the tank walls exposed to the incandescent gas. 

Under these aspects, hydrogen and water vapor have been investigated as to their 
applicability as working fluids. 

Enthalpy-entropy diagrams have been computed for either gas, with complete 
regard to dissociation, as well as ionization, over the pressure range between 
10+1 and 10-5 atm, and within the temperature range between 500 and 10,000 °K. 
Therefrom, the exhaust velocities possible for water, or water vapor, have been 
derived and compared with one another, with suitable supplies of energy, and on 
the assumption of equilibrium ratios, at various pressure gradients in the nozzles. 
The influence of the specific heats of mixtures and the mean molecular weights, on 
the exhaust velocities attainable — before and after heating — have been shown in 
numerical examples for hydrogen, water, and helium. On the strength of the findings, 
additional hydrides of light elements have been examined as to their applicability 
as working fluids and among these, boron (III)-hydride, as well as methane, are 
recommended for more detailed computation. 

In addition to the exhaust velocities, the heat transfers to the combustion chamber 
walls, occurring with equilibrium ratios, have been examined by way of comparisons 
of hydrogen, water, and helium, using parameters introduced earlier. 

The influence exerted by non-equilibrium processes on heating and expansion 
has been discussed. First, three characteristic, hypothetical limiting cases of in- 
complete equilibrium setting are examined, comparatively. The kinetic energies 
obtainable in all three cases in the nozzle exit, with equal thermodynamic initial 
conditions in the combustion chamber, are comparatively computed with hydrogen 
and water. Thence, the probable extent and the form taken by divergencies from the 
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energy equilibrium, that must actually be taken into account, when a working fluid 
is heated by means of an external energy source, have been considered. 

In particular, three methods of heating a working fluid have been investigated, 
namely fission reactors, arcs and fusion reactors. Thereby the possibility arises 
that, when low-grade energy working fluids are blended with high-grade energy 
elementary particles, a special type of divergence from equilibrium may be important 
— this type of divergence being characterized through an overpopulation of the 
degree of freedom of ionization within the combustion chamber. The enthalpy bound 
by this process is, during discharge, probably convertible into kinetic energy but to 
a very small degree. Terms have been developed, representing this ‘‘primary”’ ioniza- 
tion of a working fluid, and the accompanying loss of enthalpy, as functions of the 
ionization energy of this working fluid, of the mass ratio of working fluid particles 
and energy carrier particles, as well as of the numerical ratio of either type of particle 
— with known temperatures of the combustion chamber and kinetic energies of the 
projectile particles. The ranges of energy and mixture, in which losses through 
primary ionization are important, have been indicated through the example of the 
heating-up of H, or H,O by means of bombardment with electrons or «-particles. 
By means of the basic rocket equation the number of energy carriers to be supplied 
to the working fluid per unit time has been computed for the above examples — this 
number guaranteeing a definite thrust, or a definite, required, exhaust velocity of 
the rocket. 


Résumé. Dans certains domaines, et plus spécialement celui des fusées a trés 
grande portée, il est souhaitable de donner au gaz de travail une énergie beaucoup 
plus grande (facteur 10") que celle dont il dispose par exemple dans une chaudiére 
a vapeur. Un gaz de travail ayant une telle enthalpie pourrait alors, par détente 
dans une tuyére de LavaL, atteindre de tres grandes vitesses d’écoulement. Les 
difficultés techniques qui se présentent concernent non seulement l’apport de la 
quantité de chaleur suffisante mais surtout le contréle du flux thermique le long 
des parois de la chambre. 

C’est de ce point de vue que sont examinées les possibilités de l’hydrogéne et de 
la vapeur d’eau en tant que gaz de travail. 

Les diagrammes enthalpie-entropie des deux gaz sont établis pour des pressions 
comprises entre 10~5 et 10+! atm. et des températures de 500 a 10 000° K en tenant 
compte de tous les effets de dissociation et d’ionisation. Si l’on admet que les condi- 
tions d’équilibre sont toujours satisfaites les vitesses d’écoulement correspondantes 
en fin de tuyére peuvent étre calculées en fonction de la chute de pression. 

L’influence des chaleurs spécifiques et des poids moléculaires moyens, avant et 
apres réchauffage, sur les vitesses d’écoulement possibles est ensuite évaluée a l'aide 
d’exemples numériques, pour l’hydrogéne, |’eau et l’hélium. Les possibilités d’autres 
hydrures d’éléments légers ont été étudiées sur la base des résultats précédents; elles 
suggérent d’approfondir les calculs pour l’hydrure de bore(III) et le méthane. 

Suit une étude comparative de l’hydrogéne, de l’eau et de l’hélium du point de 
vue des flux calorifiques le long des parois de la chambre. Elle se sert des paramétres 
introduits a l’occasion de 1]’étude des vitesses d’écoulement. 

L’influence des écarts a |’équilibre sur le réchauffement et la détente est finalement 
mise en discussion. Trois cas limite hypothétiques d’écart a l’équilibre ont été 
envisagés. Dans chacun d’eux l’énergie cinétique récupérable en fin de tuyere a été 
calculée et comparée pour l’hydrogéne et la vapeur d’eau a partir de conditions 
initiales identiques. On estime ensuite quelle intensité et quelle forme prend 1|’écart 
a la condition d’équilibre théorique quand la source d’énergie calorifique est extérieure 
au gaz de travail. 

Trois sources d’énergie ont été plus particuliérement envisagées: le réacteur a 
fission, l’arc électrique et le réacteur a fusion. Pour les mélanges de gaz pauvre en 
énergie et de particules qui en sont trés riches une certaine forme de déséquilibre 
peut avoir son importance. Elle est caractérisée par une augmentation du degré de 
liberté d’ionisation; seul un faible pourcentage de l’enthalpie ainsi emmagasinée est 
récupérable sous forme cinétique a la sortie de la tuyére. Des formules déterminent 
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lionisation “‘primaire’’ du gaz de travail et les pertes d’enthalpie correspondantes 
en fonction de l’énergie d’ionisation du gaz, du rapport de masse entre les particules 
du gaz de travail et celles porteuses d’énergie et du rapport numérique des deux 
sortes de particules. La température de la chambre de combustion et 1’énergie 
cinétique des particules de bombardement sont supposées connues. Les proportions 
de mélange et les quantités d’énergie pour lesquelles les pertes par ionisation “‘primaire’”’ 
jouent un role sont indiquées dans le cas de l’hydrogéne et de la vapeur d’eau 
bombardés a l’aide d’électrons ou de particules a. La formule de base des fusées 
permet en conclusion de déterminer la quantité de particules porteuses d’énergie 
nécessaire pour obtenir une poussée prescrite ou une certaine vitesse d’écoulement. 


1. Der Begriff und die Rolle des Arbeitsgases bei Raketentriebwerken 


In einigen technischen Anwendungsbereichen, speziell bei Raketen extrem 
hoher Reichweiten, ware es erwiinscht, einem Arbeitsmedium in einem Kessel 
eine um mehrere Zehnerpotenzen hodhere Energie, als sie bisher bei Dampfkesseln 
zur Verfiigung stand, zuzufiihren, um danach dieses Arbeitsmedium sehr hoher 
Enthalpie durch Expansion in einer LAvAL-Diise auf méglichst hohe Ausstrém- 
geschwindigkeit zu beschleunigen. Die technischen Schwierigkeiten bei dieser 
Aufgabenstellung liegen nicht nur in der Aufheizung eines geeigneten Arbeits- 
mediums auf eine geniigend hohe Enthalpie, sondern mehr noch in der Be- 
herrschung der bei dieser hohen Feuergasenthalpie stattfindenden Warmeiiber- 
gange an die feuerberiihrten Behalterwande. 

In einer friiheren Untersuchung (18 wurde bereits gezeigt, daB fiir die in 
Raketen beherrschbaren Energiekonzentrationen auf Grund dieser Schwierig- 
keiten eine obere Grenze besteht, und daB diese Grenze wahrscheinlich héher 
liegt als die bei klassischen Verbrennungsprozessen, das heiBt bei ,,Atomschalen‘‘- 
Reaktionen, in der GréBenordnung von 10* kcal/kg erzielbaren Werte, jedoch 
niedriger als die um mehrere Zehnerpotenzen groBeren Betrage, die bei Kern- 
reaktionen frei werden. 

Um den Bereich zwischen den Energiekonzentrationen der klassischen Ver- 
brennungsraketen mit maBigen Auspuffgeschwindigkeiten und denen der tech- 
nisch noch nicht beherrschbaren reinen Kernreaktionsraketen nutzbar zu machen, 
beabsichtigt man bekanntlich, das z. B. bei Kernfusionen oder bei Lichtbogen- 
aufheizung entstehende Feuergasplasma oder das aus f-Zerfallsprozessen ent- 
stammende Elektronengas oder irgendein anderes denkbares Energiekonzentrat 
in der Rakete zu verdiinnen, indem man solchen Partikeln mit naturgemaB sehr 
hoher massenspezifischer Energie Ag und vernachlassigbar geringer Masse 
m = Ne* Mpg, deren Gesamtzahl mg wir demnach als ,,Energietrager‘‘ bezeichnen 
k6nnen, einen ,,Massentrager‘‘ mit groBer Gesamtmasse M = n4- m4, bei ver- 
nachlassigbar geringem Energiegehalt A4 hinzufiigt, um so die gewiinschte, 
warmetechnisch noch eben beherrschbare Ofenenthalpie 

m 


~miM" ”) 


hy = (m- he + M-hag)/(m+ M) 
zu erhalten. Bei einem Massenmischungsverhaltnis K = ng mg/(n4 m4) von 
Energietrager zu Massentrager wird also das Verhaltnis von unverdiinnter 
Enthalpie zu Heizkammerenthalpie Ag/hy = (K + 1)/K. Die pro Masseneinheit 
des Feuergasgemisches giiltige Heizkammerenthalpie hy setzt sich zusammen aus 
den Enthalpieanteilen von Energie- und Massentrager: hy = (K - hoie) + ho a))/ 
(K + 1). In dieser Beziehung bedeuten ho(z) die pro Masseneinheit des Energie- 
tragers berechnete Energietragerenthalpie und ho 4) die pro Masseneinheit des Mas- 
sentragers berechnete Enthalpie des Massentragers nach der Mischung. Bei Vernach- 
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lassigung der Energietragermasse wird K =0, also hy = ho:4). Den Massentrager 
nennen wir ,,Arbeitsgas‘“. Fiir die auf soeben beschriebene Art beheizten Raketen 
hat sich bisher die Bezeichnung ,,thermische Atomraketen“ eingebiirgert. Vielleicht 
bezeichnet man sie aber treffender und allgemeingiiltiger als ,,Raketen mit 
ungekoppeltem Antriebssystem‘, da der wesentliche Unterschied zwischen den 
reinen Schalen-, bzw. den reinen Kernreaktionsraketen einerseits und diesen 
Raketen mit zugemischtem, nicht an der Energieproduktion beteiligtem Fremd- 
gas anderseits darin besteht, daB bei den letztgenannten Energie- und Massen- 
trager nicht mehr identisch sind. Es gibt also im letzten Fall keine feste Kopplung 
mehr zwischen der Natur des Arbeitsgases und der Hohe der ihm zugefiihrten 
Energie, da sich das Mischungsverhaltnis zwischen Energie- und Massentrager 
beliebig variieren 1aBt. 

Selbstverstandlich gelten die vorstehenden Uberlegungen nicht nur be- 
schrankt auf Raketen, sondern auch fiir Strahltriebwerke, bei denen Energie- 
und Massentrager nicht voéllig an Bord mitgefiihrt werden, wie z. B. fiir Stau- 
strahlrohre. 

Da sich die optimalen Arbeitsbedingungen hinsichtlich Kesseldruck, Tem- 
peratur usw. fiir Raketen mit stoffgebundenem, zustandsunabhangigem Heizwert 
und fiir ungekoppelte Raketen — infolge der zusatzlichen Variationsméglichkeit 
bei den letzteren — grundsatzlich voneinander unterscheiden, steht am Anfang 
aller diesbeziiglichen Triebwerksentwicklung das Studium des thermodynamischen 
Verhaltens der verschiedenen Arbeitsgase und ihrer optimalen Arbeitsbedin- 
gungen zur Erzielung mdglichst hoher Auspuffgeschwindigkeiten bet mdglichst 
geringen Wdrmetibergangen. Die iiberragende Bedeutung der Auspuffgeschwin- 
digkeit fiir die’ Flugleistung einer Rakete darf in diesem Zusammenhang als 
bekannt [11, 19] vorausgesetzt werden. 

Bei diesen einleitenden Untersuchungen werden zunachst einige grundsatz- 
liche, teils vereinfachende, teils einschrankende, Annahmen gemacht, die bei 
spateren technischen Anwendungen wahrscheinlich nicht immer oder nicht 
immer vollig zutreffen diirften. Es werden namlich: 

1. unter Voraussetzung einer beliebig hohen, an verschwindend kleine Masse 
gebundenen Energiequelle und verzdgerungsfreier, gleichmaBiger Ubertrag- 
barkeit von Energie aus dieser Quelle an das Arbeitsgas, nur , natiirliche‘‘ Arbeits- 
gase betrachtet, das heiBt einheitliche Elementverbindungen in ihrer unter 
normalen irdischen Verhdltnissen stabilen st6chiometrischen Zusammensetzung 
aus den verschiedenen Atomen und ihren Isotopen; also nicht etwa Mischungen 
zwischen Elementisotopen, Elementarteilchen und Photonen, wie sie tatsachlich 
beispielsweise aus einem Reaktor kommen; 

2. zunachst nur Gleichgewichtszustande in Brennkammer und Entspannungs- 
diise vorausgesetzt, sowie dariiber hinaus homogene Druck- und Temperatur- 
verteilung in der Brennkammer und in den einzelnen Diisenquerschnitten, bei 
eindimensionaler, isentropischer von Reibungs- und Strahlungsverlusten freier 
Strémung. 

Die erstgenannte Einschrankung bedeutet: praktisch, daB die Massen des 
Energietragers vernachlassigt werden. Dies geschah einerseits, weil bei Beriick- 
sichtigung des tatsachlichen Gemisches aus Massen- und Energietrager die Zahl 
der méglichen Kombinationen von Massentrager, Energietrager und Mischungs- 
verhaltnis, also die Zahl der verschiedenen zu betrachtenden Gemische, auBer- 
ordentlich hoch wiirde; andererseits weil die Temperatur eines derartigen Ge- 
misches bei bestimmtem Druck bereits weitgehend festgelegt ware, und damit die 
in den Untersuchungen angestrebten Variationen der ZustandsgréBen zwecks 
Ermittlung von Optimalverhaltnissen von vornherein eingeengt. AuSerdem 
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wiirde eine solche Betrachtung das Eingehen auf technologische Einzelheiten, 
insbesondere tiber den Mechanismus der Energieiibertragung von der Energie- 
quelle an das Arbeitsgas, unvermeidlich machen. Es ist jedoch nicht beabsichtigt, 
sich in dieser Hinsicht festzulegen, bevor die Ergebnisse der Grundlagenforschung 
einen hinreichend weiten Uberblick gestatten. 

Mit gleicher Begriindung wird bei den folgenden Untersuchungen auch nur 
der wegen seiner hohen Warmeiibergange technisch ungiinstige Fall homogener 
Druck- und Temperaturverteilung beriicksichtigt; man geht also zundchst 
weder auf spezielle Methoden kiinstlicher dynamischer Kiihlung ein, noch 
kiimmert man sich um Grenzschichtausbildung oder um die besonderen Gesetz- 
maBigkeiten rdumlicher Stromung in der Diise. Andererseits werden die Ab- 
weichungen vom allgemeinen Energiegleichgewicht, deren Art und Ausma8 
ebenfalls weitgehend durch den Mechanismus der Energieiibertragung und die 
konstruktive Ausbildung der Rakete bestimmt sind, nicht vdllig iibergangen, 
sondern im AnschluB an die Berechnungen fiir verzégerungsfreie Gleichgewichts- 
einstellung wird die EinfluBrichtung von Relaxationen einzelner Freiheitsgrade 
durch Betrachtung extremer hypothetischer Grenzfalle vorlaufig ermittelt. 

Dabei ist zu betonen, daB nicht nur die Annahme homogener Druck- und 
Temperaturverteilung aus bereits erwahnten Griinden einen ungiinstigsten Fall 
darstellt, sondern auch die Vernachlassigung der Partikelmassen des zugemischten 
Energietragers mit ihren sehr niedrigen Molgewichten zumindest den Betrag an 
gewinnbarer kinetischer Energie in der Diisenmiindung herabsenkt. 


II. Aufheizung von Wasserstoff bzw. Wasser bei konstantem Druck und unter 
Gleichgewichtsverhaltnissen sowie crreichbare Miindungsgeschwindigkeiten in der 
Entspannungsdiise 


Aus der Reihe der technisch als Arbeitsgase interessant erscheinenden Stoffe 
sollen zunachst Wasserstoff und Wasser ausfiihrlicher betrachtet werden. 

Unter Annahme idealen Gasverhaltens wurden beide Stoffe im Druckbereich 
zwischen 10>! und 10-° at und bei Temperaturen bis zu 10 000° K aufwarts 
untersucht. Bei der Berechnung der Konzentrationen im dissoziierenden und 
ionisierenden Arbeitsgas wurden die Komponenten H,O,, O,, H,O, O,, Hy, OH, 
O, H, O*, H~ und e~ beriicksichtigt. Die Konzentration von O~ konnte nach 
grober Abschatzung vernachlassigt werden. Die Konzentrationen der ionisierten 
Molekiile O,*, O,~, H,* und OH*~ konnten ebenfalls vernachlassigt werden, weil 
erst bei Drucken oberhalb von 10*! at die Ionisation spiirbar vor Beendigung 
der Dissoziation einsetzt. Weitere Einzelheiten iiber die Berechnung, wie z. B. 
die benutzten Zustandssummen und sonstigen thermochemischen Unterlagen, 
sollen gesondert veréffentlicht werden [21]. 

Als Ergebnis dieser Berechnungen zeigt zunachst Abb. 1 Dissoziations- und 
Ionisationsgrade von Wasserstoff und Wasserdampf, in Abhangigkeit von Tem- 
peratur und Druck. Bei gleichem Druck und gleicher Temperatur hangen 
Dissoziations- und lonisationsgrade unterschiedlicher Arbeitsgase bekanntlich von 
Zahl, Art und Atombilanz der beriicksichtigten Komponenten, von den zwischen 
ihnen méglichen Gleichgewichtszyklen und von ihren molaren freien Enthalpien 
ab. Als Dissoziations-, bzw. als Ionisationsgrad ist in dieser Darstellung das Ver- 
haltnis der Summe der Partialdrucke aller Dissoziations-, bzw. aller Ionisations- 
produkte zum jeweiligen Gesamtdruck bezeichnet, also: 


l—an 


Dy = (Py + Py+)/(P— 2,-) = — Ht 


—— 
e eR . 


a, . (2) 


’ 


H* 
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bzw. 
Dio = (Py, + Py + Pyt + Pow + Po, + Po + Pot + bo, + Pro) /(O — 
= (1 = 1y+ — Mot — My,0)/(1 — My+ — M+) 


und (nach vollendeter Dissoziation) 


bzw. 
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Dissoziations- bzw. Ionisationsgrade der Arbeitsgase Wasser (— ) und Wasser- 
) in Abhangigkeit von Druck und Temperatur, sowie unter Voraussetzung voll- 


standiger Gleichgewichtseinstellung 


Nach dieser Definition ist der Dissoztationsgrad von H,O, wie Abb. 1 erkennen 
laBt, zu Beginn der Dissoziation um ein Vielfaches héher als der von H, bei 
gleichen Zustandsgr6Ben, da die Dissoziation von H,O in H, und O, bereits friiher, 
das heiBt bei niedrigeren Temperaturen oder héheren Drucken einsetzt als der 
Zerfall von H, in H. Mit zunehmenden Dissoziationsgraden nimmt dieser Unter- 
schied allmahlich ab, weil beide Werte naturgemaB gegen Eins konvergieren. 

Der Ionisationsgrad von H,O ist im betrachteten Zustandsbereich allent- 
halben um weniger als 1°% niedriger als der von Hy, weil die in Wasser neben 
Wasserstoff im Molverhaltnis 1 : 2 vorhandenen Sauerstoffatome nur eine ge- 
ringfiigig héhere Ionisationsenergie als H aufweisen. 

Abb. 2 gibt die mit Hilfe der errechneten Komponentenkonzentrationen ge- 
wonnenen Werte fiir die mittleren Molekulargewichte der beiden betrachteten 
Arbeitsgase, in Abhangigkeit von Druck und Temperatur, wieder. AuBer den 
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absoluten Werten fiir die Molekulargewichte enthalt die Zeichnung noch den Ver- 
lauf der Werte fiir die Wurzel aus dem Gewichtsverhaltnis von Wasserdampf 
und Wasserstoff iiber Druck und Temperatur. Er ist fiir die Beurteilung der mit 
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Abb. 2. Mittlere Molekulargewichte der Arbeitsgase Wasser und Wasserstoff im Gleich- 
gewicht, sowie die Wurzel aus dem Gewichtsverhaltnis dieser beiden Arbeitsgase, in Ab- 
hangigkeit von Temperatur und Druck 
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beiden Arbeitsgasen in Raketen erreichbaren AusstrOmgeschwindigkeiten von 
Interesse. Im Falle vélliger Dissoziation beider Arbeitsgase betragt dieses Ver- 






haltnis \Mu,o/Mu, = 2,441, um bei niedrigen Temperaturen seinem Héchstwert 
von 2,989 zuzustreben, der bei véllig unterbundener Dissoziation erreicht wird. 
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Abb. 3. Enthalpie-Entropie-Diagramm fiir Wasserstoff im Gleichgewicht 


Wegen des aus Abb. | ersichtlichen Nachhinkens des Dissoziationsgrades von H, 
gegeniiber dem von H,O kann das Verhiltnis \Muo/Mu, in einem Zustands- 
bereich, wo nur H,O soeben vollig dissoziiert ist, voriibergehend auch leicht 
den unteren Konvergenzwert von 2,441 unterschreiten, so lange, bis auch H, 
vollig dissoziiert ist. Das gleiche Spiel wiederholt sich im Bereich der einfachen 
Ionisation noch einmal, wobei der Konvergenzwert der gleiche wie nach erfolgter 
Dissoziation bleibt. 
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Die Abb. 3 und 4 enthalten Enthalpie-Entropie-Diagramme mit einge- 
zeichneten Isobaren fiir die Drucke zwischen 107! und 10-5 at und Isothermen 
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Abb. 4. Enthalpie-Entropie-Diagramm fiir Wasser im Gleichgewicht 


fir Temperaturen zwischen 500 und 10000° K. Das Enthalpie-Entropie- 
Diagramm, Abb. 3, das bereits vor einigen Jahren [18] erstmalig veréffentlicht 
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wurde und hier nur zu Vergleichszwecken wiederholt wird, gilt fiir Wasserstoff; 
Abb. 4 gilt fiir Wasserdampf. Um die oberen Grenzen zu veranschaulichen, die 
Raketen mit gekoppeltem Antriebssystem — im Fall von Wasserstoff oder 
Wasserdampf als Massentrager — hinsichtlich der erreichbaren Auspuffge- 
schwindigkeiten gesetzt sind, wurden in beiden Fallen ins Enthalpie-Entropie- 
Diagramm punktiert die konstanten Aufheizungsenthalpien eingezeichnet, die 
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Herzkemmerdruck p, [at] in dekadischen logarithmen 
Abb. 5. Ausstrémgeschwindigkeiten w,, von Wasserstoff aus der Feuergasdiise einer kern- 
chemisch beheizten Rakete, in Abhangigkeit von Heizkammerdruck und -temperatur, 


po und Ty, sowie vom Entspannungsgefalle p)/p,, in der Feuergasdiise, unter Voraussetzung 
verzégerungsfreier Gleichgewichtseinstellung 


in der Brennkammer des Triebwerks durch eine — zur Bildung des betreffenden 
Massentragers fiihrende — chemische Reaktion médglichst hoher exothermer 
Warmeténung erzieibar waren. In den beiden Beispielfallen sind dies: 

die bei der Rekombination von einatomigem Wasserstoff zu H, und 

die bei der Bildung von Wasserdampf aus H, und O, oder aus 2H und O 
freiwerdenden Warmeténungen von 51 210, bzw. von 3170 oder 12 180 kcal/kp. 











I. SANGER-BREDT: 


Die bei derart stoffgebundener, klassischer chemischer Aufheizung in der 
Feuergasdiise erreichbaren héchsten Miindungsgeschwindigkeiten zeigen den be- 
kannten monotonen Anstieg mit zunehmenden Werten des Brennkammer- 
drucks. Sie betragen beispielsweise bei f) = 10 at und einem Entspannungs- 
verhaltnis von 100: 1 
= 14 265 m/s fiir Wasserstoffraketen und 

4480 m/s, bzw. w,, = 6650 m/s fiir Wasserdampfraketen dieser Art. 
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Abb. 6. Ausstrémgeschwindigkeiten wy, von Wasserdampf aus der Feuergasdiise einer kern- 

chemisch beheizten Rakete, in Abhangigkeit von Heizkammerdruck und -temperatur, 

py und Ty, sowie vom Entspannungsgefalle pp/p» in der Feuergasdiise, unter Voraussetzung 
verzogerungsfreier Gleichgewichtseinstellung 


Das heiBt, die Ausstr6mgeschwindigkeit der Wasserstoffrakete ist hier etwa 
3,2 bis 2,1 mal so hoch wie die der anderen, je nachdem, ob man in dieser ein 
molekulares oder ein atomares st6chiometrisches Wasserstoff-Sauerstoff-Gemisch 
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zu Wasserdampf verbrennen laBt. Gleichzeitig diirften die Ausstrémgeschwin- 
digkeiten, die sich bei 100°,iger Rekombination von einatomigem Wasserstoff 
in einer Rakete erzielen lassen, die héchsten sein, die mit Hilfe klassischer Atom- 
schalen-Reaktionen iiberhaupt erreichbar sind. Dazu muB betont werden, daB 
solche Raketen wegen der Instabilitat des atomaren Wasserstoffs bisher technisch 
nicht realisiert werden konnten. Die Auspuffgeschwindigkeiten heute iiblicher 
Fliissigkeitsraketen, wie V2 und Viking, liegen bekanntlich zwischen 2000 und 
2500 m/s. 

Die Abb. 5 und 6 zeigen fiir Wasserstoff-, bzw. fiir Wasserdampfraketen mit 
Iremd-Aufheizung die Ausstrémgeschwindigkeiten, die bei der Aufheizung auf 
bestimmte Temperaturen unter Gleichgewichtsverhaltnissen und bei isen- 
tropischer Ausstromung mit einem Entspannungsgefalle Polbm = 10, bzw. 
Po/Pm = 100 in der Diisenmiindung erreichbar werden, in Abiscigiaiatit vom 
Heizkammerdruck an. Der Verlauf der eingezeichneten Isothermen fiir ganze 
Tausender zwischen 1000 und 10 000° K 1aB8t 6rtliche Maxima — mit allgemein 
ansteigender Tendenz in Richtung niedrigerer Heizkammerdrucke — erkennen. 
Bei 10-3 at Heizkammerdruck, einer Aufheizung auf 10 000° K und einem Ent- 
spannungsverhaltnis von 100 : 1 liefert die Wasserstoffrakete mit w», = 29 900 m/s 
eine noch 2,40fach héhere Ausstrémgeschwindigkeit als die Wasserdampfrakete. 
Ein allgemeinerer Vergleich beider Arbeitsgase an Hand der punktierten Kurve 
in Abb. 2 1aBt erkennen, daB die Unterschiede in den — bei gleichen thermo- 
dynamischen Zustandsbedingungen — erreichbaren Ausstrémgeschwindigkeiten 
im wesentlichen durch die verschiedenen mittleren Molekulargewichte der beiden 
Arbeitsgase bei ihrem Ausgangszustand in der Heizkammer bedingt sind. 

Im Rahmen der Rechengenauigkeit bleibt das Verhaltnis der Ausstrém- 
geschwindigkeiten dieser beiden Arbeitsgase oberhalb von etwa 4000° K_ prak- 
tisch gleich der Wurzel aus dem reziproken Verhaltnis der entsprechenden Mole- 
kulargewichte. Bei Temperaturen unterhalb von 4000° K, also im Bereich des 
steilen Gradienten der Dissoziation, bleibt das Verhaltnis der Ausstrémge- 
schwindigkeiten Wey |@ m9 etwas kleiner als das reziproke Verhaltnis aus den 
Wurzeln der Molekulargewichte, und zwar um so mehr, je starker — bei gleichem 
Ausgangsdruck in der Heizkammer — das Druckgefalle in der Diise ist. In diesem 
Temperaturbereich nimmt wegen der eher einsetzenden Dissoziation des Wassers 
also die Uberlegenheit des Wasserstoffs hinsichtlich der Ausstrémgeschwindig- 
keit bei gleichbleibendem Heizkammerdruck mit steigendem Entspannungs- 
verhaltnis in der Diise leicht ab. Um den Einflu8 dieser sekundaren Variablen, 


namlich der molaren spezifischen Gemischwarmen 2»; H;/T, auf die Auspuff- 


geschwindigkeit etwas deutlicier aufzuzeigen, als dies beim Vergleich zwischen 
Wasserdampf und Wasserstoff mit ihren sehr 4hnlich verlaufenden Dissoziations- 
und Ionisationsverhalten méglich war, zeigt Abb. 7 in analoger Auftragung wie 
bei den Abb. 5 und 6 die Ausstrémgeschwindigkeiten, die mit Helium als Arbeits- 
gas bei Heizkammerzustanden im Druckbereich zwischen 10-3 und 107! at 
sowie im Temperaturbereich zwischen 1000° und 10000° K erreichbar sind. Da 
Helium im ungiinstigsten Grenzfall dieses Bereiches, bei 10000°K und 10-% at, 
erst einen Ionisationsgrad von rund 2°/), aufweist, verhalt es sich im ganzen be- 
trachteten Zustandsbereich wie ein streng einatomiges Gas mit einer konstanten 
molaren spezifischen Warme von 5/2 - A R, ergibt also Ausstrémgeschwindigkeiten, 
die vom absoluten Ofendruck ~, unabhangig sind. Ein Vergleich der Zahlen- 
werte fiir die Ausstrémgeschwindigkeiten des Heliums (bei 10~% at und 10 000° K 
in der Heizkammer werden nur w, = 9350 m/s erreicht) mit den entsprechenden 
Werten des Wasserstoffs und des Wasserdampfes (29900 m/s, bzw. 12480 m/s) 
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JaBt denn auch erkennen, daB Helium zwar die Stellung im Verhaltnis zu Wasser- 
stoff und Wasserdampf beibehalt, die ihm nach seinem Molekulargewicht zu- 
kommt, — namlich zwischen Wasserstoff und Wasser bei tiefen Temperaturen 
und jenseits von Wasserstoff und Wasser im hohen Temperaturbereich —, daB 
aber die genauen Werte der Ausstrémgeschwindigkeiten iiberall ungiinstiger 
sind, als sie es dem Verhdaltnis ihrer Molekulargewichte nach sein diirften. Dies 
hat seinen Grund darin, daB Helium — bei gleichen Ausgangswerten fiir Druck 
und Temperatur in der Heizkammer — dort die geringste molare spezifische 
Warme, das heiBt das niedrigste Enthalpiepotential, aufweist, und daB auBerdem 
wahrend der Entspannung in der Diise nur Translationsenergien, jedoch keinerlei 
Energien aus den Freiheitsgraden der Molekiilrotation und -schwingung oder gar 
aus Rekombinationen von Dissoziation und Ionisation frei werden und der 
kinetischen Energie der Stromung zuflieBen. 
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Abb. 7. Ausstrémgeschwindigkeiten w,, von Helium aus der Feuergasdiise einer kernchemisch 

beheizten Rakete, in Abhangigkeit von Heizkammerdruck und -temperatur, ~) und To, 

sowie vom Entspannungsgefalle p)/p» in der Feuergasdiise, unter Voraussetzung verzégerungs- 
freier Gleichgewichtseinstellung 


Trotzdem kann man ganz allgemein aussagen, daB fiir die Beurteilung der 
relativen Befahigung eines Arbeitsgases zur Erzeugung hoher Auspuffgeschwin- 
digkeiten in RiickstoBtriebwerken das Verhaltnis ihrer mittleren Molekular- 
gewichte die iiberragende Rolle spielt, und zwar nicht so sehr das Verhaltnis der 
Molekulargewichte im undissoziierten Normalzustand der Arbeitsgase vor der 
Aufheizung, das bisher meist in den Vordergrund gestellt wurde, als vielmehr 
das nach erfolgter Dissoziation oder Ionisation, bzw. das eines Zwischenzu- 
standes fiir den Fall, daB die verglichenen Arbeitsgase in stark verschiedenen 
Zustandsbereichen ionisieren oder dissoziieren. Erst an zweiter Stelle, in weit 
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bescheidenerem AusmaB, ist die molare Aufheizungsenthalpie, die zur Auf- 
heizung auf eine bestimmte Temperatur oder einen bestimmten Zerfallsgrad auf- 
gewendet werden muB, als MaB fiir die erreichbare Ausstrémgeschwindigkeit 


wichtig. 


Ill. Uhersehligige Vergleichsbetrachtung weiterer méglicher Arbeitsgase, 
insbesondere von Wasserstoffverbindungen leichter Elemente 


Unter diesen Gesichtspunkten sind in Tab. 1 die mittleren Molekulargewichte 
einiger, als Arbeitsgase unter Umstanden in Frage kommender Verbindungen 
leichter Elemente zusammengestellt. Der besseren Vergleichbarkeit zuliebe 
wurden den absoluten Gewichtsangaben jeweils in Klammern die auf Wasser- 
stoff bezogenen Relativwerte hinzugefiigt. AuBerdem enthalt Tab. | die Ver- 
dampfungstemperaturen der aufgefiihrten Arbeitsgase bei 760 mm Druck in °K, 


soweit sie bekannt waren. 
Tabelle 7 





Ver- 
dampfungs- 
Arbeits-| temperatur 
' e | 
gas | bei im | h volli nach _ nach 
, <. nach v6lliger ; 6 
| 760 mm Hg | yndissoziierten | 8 einfacher zweifacher 


fo Dissoziation ane a 
[°K] Zustand q Ionisation Ionisation 


mittleres Molekulargewicht M 





> 


1,000) | 0,504 
2,001, 
1,987 
2,505 


1,008 
4,003 
3,974 
5,011 


o> 


3, 183 1,604 
4,224) | 2,129 
5,958) | 3,003 
9,925) | 5,002 


3,208 
4,258 
6,005 
10,004 


Ownwwwwnye 
Oe 10S = 


CSAP SSR BSE 
CONH ROO SO 


( 
(3, 
(3, 
3,461 (3, 1,731 
( 
( 
( 
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Diese Zahlen haben allerdings nur einen echten Vergleichswert, wenn die 
in der Uberschrift gekennzeichneten verschiedenen Energiezustande naherungs- 
weise im gleichen thermodynamischen Zustandsbereich fiir alle Vergleichsgase 
eintreten. — AuBerdem miiBten sie schon bei solchen Temperaturen und Drucken 
erreicht werden, die kiihlungstechnisch noch beherrscht werden kénnen. Dies 
gilt insbesondere hinsichtlich der bei zunehmender Ionisation immer starker auf- 
tretenden kontinuierlichen Rekombinationsstrahlung. In Tab. 2 werden des- 
halb noch die bei der Normtemperatur von 25° C in kcal/kmol aufzuwendenden 
Reaktionswarmen [10] fiir die véllige Dissoziation der verglichenen Arbeitsgase, 
sowie fiir die einfache und zweifache Ionisation ihrer atomaren Komponenten 
zusammengestellt, da man in allererster Naherung annehmen kann, daB ein 
endothermer ZerfallsprozeB bei um so héheren Temperaturen einsetzt und endet, 
je héher seine Reaktionsenthalpie ist. 

Einen wirklichen Anhalt iiber die Reihenfolge der Beendigung der einzelnen 
Zerfallsprozesse auf der Temperaturskala geben aber diese Werte nur unter Ein- 
schrankungen; nadmlich nur dann, wenn ein ZerfallsprozeB weder stufenweise er- 
folgt — wie bei den meisten Dissoziationen von mehr als zweiatomigen Molekiilen 
— noch, wenn verschiedene Zerfallsprozesse gleichzeitig stattfinden, wie bei der 
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Ionisation der verschiedenen Zerfallsprodukte eines Molekiils. Es bleiben dann 


eigentlich nur Wasserstoff und Helium als auf Anhieb vergleichbare Gase auf 
dieser Liste iibrig; bei den iibrigen Stoffen kénnte nur eine genaue Rechnung 
Klarheit verschaffen, wieweit die niedrigen mittleren Molekulargewichte der 
Dissoziations- und Ionisationsprodukte in der Rakete fiir die Auspuffgeschwin- 


digkeit tatsachlich nutzbar gemacht werden kénnen und in welchen thermo- 
dynamischen Zustandsbereichen sie wirksam werden. 


Tabelle 2 





Reak- 
tions- 
warmeE, 
{kceal/kmol } 


tions- 
| warme E, 
[kcal/kmol} 


Reak- | 
| 


Reaktion Reaktion Reaktion | warme E, 


(kcal/kmol] 





314 999 
568 340 
125 790 
216 419 


H —Ht+ 
- He — Het 
58 459 Li — Lit 
50 619 Be — Bet 


H, —+- 2H 104 178 - 
824 440 
871 130 


637 763 


LiHgas > Ligas +H 
BeH6as > BeGas + H 








B.H, — 2 Beas +6H 358 167 | B — Bt 192 800 B 774 260 
CH, —Cgas+ 4H 397 943 | C —Ct 259 950 6 > Cr+ 823 583 
NH, —~N++3H 252 872 | N —N+ 336 913 N —Nt 1 021 145 
H, —-0O+2H 221135 | O —+Ot 315 500 O -—-O+t+ 1 127 465 
HF —-F+H 134589 | F —+Ft 403 250 F —+Ftt 1] 211 380 








Unabhangig von der Temperatur und dem Druck, bei dem der jeweilige Zer- 
fallsprozeB beendet ist, lassen sich aus Tab. 1 und 2 Werte in kcal/kp (Zerfalls- 
produkt) fiir die globalen Reaktionswarmen vom Grundzustand bis zum ange- 
gebenen Zerfallsgrad jeden Prozesses ableiten. Aus ihnen kénnen bekanntlich 
— unter Vernachlassigung der Differenz der thermischen Enthalpien von Anfangs- 
und Endprodukten der Reaktion und unter Annahme vélligen Umsatzes der im 
dissoziierten oder ionisierten Arbeitsgas vorhandenen potentiellen chemischen 
Energie in kinetische — die sogenannten ,,theoretischen‘’ Auspuffgeschwindig- 
keiten, w,,, bestimmt werden. Diese Reaktionswarmen sind nebst den ent- 
sprechenden Geschwindigkeitswerten in Tab. 3 zusammengestellt. 


Tabelle 3 





Globale Reaktionswarmen in kcal/kp und theoretische 
Auspuffgeschwindigkeiten in m/s 





Arbeits- |—— ao eae = re 
a nach beendeter nach beendeter | nach beendeter 
: EE. einfacher : ‘ sagan pee = 
Dissoziation teal Zweifachionisation 
onisation 
is Be = 103 351 wy»,=(29 400) | 1456698 (110 000) — (ay 
He | — ( — )| 283 957 (48 700) 1 367 646 (107 000) 
LiH 14 710 (11 100) 251 257 (45 800) 1411691 (108 700) 
BeH 10 102 (9 200) 232 350 (44 100) 500 689 ~=(64 700) 
Bo, 103 487 (29400) 1521526 (112 800) 2 468 583 (143 800) 
CH, 124 047 (32 200) 1195691 (100 000) 1 702 000 (119 400) 
NH, 59 387 (22 300) 720 893 (77 600) 1172840 (99 100) 
H,O 36 825 (17 500) 388 489 (57 000) 768 686 (80 200) 
HF 13 453 (10 600) 170 499 (37 800) 415 034 (58 900) 
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Alle drei Tabellen bestatigen hinsichtlich erreichbarer Auspuffgeschwindig- 
keit die unstreitige Uberlegenheit des Wasserstoffs gegeniiber allen anderen 
Arbeitsgasen in allen Zustandsbereichen. AuBerdem diirfte Wasserstoff am 
friihesten von allen Gasen vollig ionisiert und damit (wenn man von der jenseits 
von 10’ °K einsetzenden Kernstrahlung absieht) frei von Strahlung oberhalb 
einer verhaltnismaBig niedrigen Temperatur werden. — Diese liegt z. B. bei 
Feuergasdrucken von 10-3 at bereits in der Gegend von 20 000° K und selbst 
bei 10 at Druck immerhin noch bei 50000° K. Eben wegen der starken Re- 
kombinationsstrahlung im ganzen Ionisierungsbereich haben die Angaben in den 
zweiten und dritten Spalten der Tabellen bei Arbeitsgasen mit mehr als zwei 
Elektronen in den Atomschalen wahrscheinlich nur akademischen Wert. 

Zusammenfassend la4Bt sich sagen: giinstig als Arbeitsgase sind méglichst 
vielatomige Verbindungen leichter Elemente mit médglichst hohem Wasserstoff- 
gehalt und moglichst hohen molaren Zerfallswarmen. Unter Voraussetzung, daB 
die fiir den Zerfall erforderlichen hohen Aufheizungsenthalpien unbegrenzt und 
geniigend ,,billig‘’ lieferbar sind, erméglichen solche Gase namlich die héchst- 
méglichen Ausstrémgeschwindigkeiten aus der Rakete, weil ihre Feuergas- 
enthalpien pro Masseneinheit, hp, 1n der Heizkammer — infolge der hohen molaren 
Enthalpiewerte und der geringen mittleren Molgewichte im dissoziierten Zustand 
— moglichst hoch sind, und andererseits die Enthalpie 1», in der Diisenmiindung 
bei niedrigeren Temperaturen und entsprechend verminderter Dissoziation — 
infolge der dadurch freigewordenen hohen Dissoziationswarmen und den gleich- 
zeitig viel héher gewordenen mittleren Molgewichten — moglichst niedrig sind, 
so daB die Differenz beider Enthalpien (4) — h,,), die in kinetische Energie des 
Feuergasstrahls umwandelbar ist, entsprechend gro8 wird. 

Wasser nimmt — mit einem mittleren Molekulargewicht vom 9- bis 5-fachen 
von dem des Wasserstoffs in allen Aufheizungsbereichen — unter den méglichen 
Arbeitsgasen einen verhaltnismaBig ungiinstigen Platz ein, der infolge der starken 
Feuergasstrahlung des Wasserdampfs in allen Temperaturbereichen auch hin- 
sichtlich seiner Warmeiibergange an die Feuergaswande nicht vorteilhafter 
werden diirfte. Bor(III)-Wasserstoff und Methan kénnten dagegen in bestimmten 
thermodynamischen Zustandsbereichen den Qualitaten des Wasserstoffs ziemlich 
nahekommen, weshalb eine genaue Berechnung der Enthalpie-Entropie-Dia- 
gramme dieser beiden Stoffe sich lohnen méchte. 

Zuletzt soll nicht unerwadhnt bleiben, da8 bei bestimmten Methoden der 
Feuergasaufheizung, bei denen das kalte Arbeitsgas unmittelbar durch BeschuB 
hochenergetischer Elementarteilchen erwarmt wird, das mittlere Molekular- 
gewicht M,y des Feuergases durch die Zumischung solcher Teilchen unter Um- 
standen beeinfluBt werden kann. Eine Zusammenstellung derartiger Partikel, 
ihrer Symbolbezeichnungen und Molekulargewichte bringt Tab. 4. Mit Ausnahme 
des Neutrons enthalt sie nur stabile Teilchen mit einer von Null verschiedenen 
Ruhemasse. 


Tabelle 4 





a-Teilchen - 4.002 76 


b-Teilchen | Mr = 0,000 54, 
: = 2,014 19 
= 1,008 98 
47; = 1,007 59 
= 3,025 56 


Deuteronen 
Neutronen 
Protonen 


Tritonen 
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Aus der Definitionsgleichung 


up teeta Ma 
NE + Na 


und der eingangs dieser Arbeit erwahnten Beziehung (1) laBt sich der Zusammen- 
hang zwischen dem mittleren Molekulargewicht My des Feuergases — nach der 
Zumischung der leichten Partikel mit dem Molekulargewicht Mz — und dem 
mittleren Molekulargewicht M4 des aufgeheizten Arbeitsgases allein, durch die 
Gleichung 

(5) 
1+ (M4/Mg — 1) Aglhe : 
darstellen. Wie diese Formel zeigt, ist es zur Erlangung eines moglichst niedrigen 
Wertes fiir Mp giinstig, die Aufheizung auf eine gewiinschte Ofenenthalpie hy 
durch den Beschu8 méglichst vieler und moéglichst leichter Partikel mit einer 
nur wenig iiber 4, liegenden Energie zu erzeugen. Eine zahlenmaBige Uber- 
schlagsrechnung ]aBt erkennen, daB der BeschuB mit Neutronen, Protonen, 
Deuteronen, Tritonen oder «-Teilchen aus kernchemischen Aufbaureaktionen 
das mittlere Molekulargewicht des Arbeitsgases kaum beeinfluBt, wegen der bei 
dem hohen Energieverhaltnis hg/hy nur geringen pro Mol Arbeitsgas notwendigen 
Teilchenzahl ng. Der BeschuB von beispielsweise Wasserstoffgas mit «-Teilchen 
k6nnte sogar grundsatzlich zu einer leichten Erhéhung des mittleren Molekular- 
gewichtes nach der Mischung fiihren. Anders liegt der Fall beim BeschuB 
schwerer Arbeitsgase mit verhaltnismaBig langsamen Elektronen. Mit M4 = 10, 
Mr = 5,5- 10-4 und hy/he = 10-3 erhalt man z. B.: Mp = M4/19,2, eine Ab- 
senkung des mittleren Molekulargewichtes auf rund den zwanzigsten Teil seines 
Wertes vor der Zumischung und damit nach den bisherigen Erfahrungen mehr 
als vierfach erhdhte Ausstr6mgeschwindigkeiten. 


Mr=M,- 


IV. Warmeiiberginge von Wasserstoff, Wasser und Helium an die 
Feuergaswande unter Gleichgewichtsverhaltnissen 


Wie bereits eingangs dieser Betrachtung erwahnt wurde, besteht das Problem 
der thermischen Atomrakete nicht nur in der Erreichung méglichst hoher Aus- 
stromgeschwindigkeiten aus der Feuergasdiise, sondern vor allem darin, daB die 
dabei auftretenden hohen Warmeiibergange vom Feuergas an die Innenwande 
der Strémungsbehalter kiihlungsmaBig beherrscht werden miissen. Es sollen 
deshalb die hier behandelten Arbeitsgase unter den bisher betrachteten thermo- 
dynamischen Zustandsbedingungen hinsichtlich der dabei auftretenden Warme- 
iibergange untersucht werden. Fir Vergleichszwecke geniigt es in diesem Zu- 
sammenhang, die Vorgange nur in der Heizkammer bei vernachlassigbar geringer 
Strémungsgeschwindigkeit zu betrachten. Bekanntlich erfolgt jede Warmeiiber- 
tragung auf zwei verschiedenen Wegen, die beide véllig verschiedenen Gesetz- 
maBigkeiten unterliegen und daher gesondert behandelt werden miissen, namlich: 
durch Konvektion und durch Strahlung. 

Uber die Ableitung des Konvektionsproduktes als MaB fiir konvektiven 
Warmeiibergang wurde bereits in einer friiheren Arbeit [18] berichtet. Hier soll 
nur zusammenfassend wiederholt werden, daB das sogenannte ,,Konvektions- 
produkt“ (y wh) sich aus der molekularen Enthalpie (y h/N) der einzelnen Gas- 
partikel und der Haufigkeit (N-w) ihres Aufpralls auf die Behalterwand zu- 
sammensetzt, also tatsachlich ein MaB fiir die in der Zeiteinheit an die Wand- 
oberflache transportierte Energie bildet. Von den genannten Symbolen be- 
deuten y das spezifische Gewicht des Feuergases, h seine Enthalpie pro kg, w die 
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mittlere Translationsgeschwindigkeit der Gasmolekiile und N ihre Zahl pro 
Volumeinheit. Wenn in der Heizkammer kein homogenes Gas, sondern ein rea- 
gierendes Gemisch vorliegt, muB also sinngema8 das Konvektionsprodukt zu- 
nachst fiir jede einzelne Gaskomponente berechnet und danach die Summe 


(ywh) = >) (Wh) = 8P7ART)- > (nH Mi) (6) 


1 


aller transportierten Teilenergien gebildet werden und nicht etwa das Produkt 
2 vid wd h; aus den Summen der partiellen Werte fiir y, @ und Ah. 


Dabei bleiben zunachst die Fragen offen, ob sémtliche an die Wand auf- 
prallenden Partikel ihre gesamte thermische und chemische Enthalpie auch un- 
verziiglich der Wand mitteilen, ob sie in Wandnahe iiberhaupt noch ihre volle 
Enthalpie aus dem Feuergasraum bewahrt haben und welche oder wieviele 
Partikel prozentual bei verschiedenen Rekombinationsméglichkeiten eine be- 
stimmte Rekombination mit der fiir sie charakteristischen, freiwerdenden che- 
mischen Enthalpie an der Wand eingehen. Wiirde man iiber die GesetzmaBig- 
keiten dieses gaskinetischen Mechanismus, der vielleicht mit Hilfe von Molekular- 
strahlen experimentell untersucht werden kénnte, bereits Naheres kennen, so 
ware man nicht nur in der Lage, genaue absolute Werte fiir die konvektiven 
Warmeiibergange anzugeben, sondern unter Umstanden auch diese Warmeiiber- 
gange zu steuern, indem man beispielsweise die Behdlterwande fiir Rekombina- 
tionen mit hohen freiwerdenden Reaktionswarmen durch Antikatalysatoren ver- 
giftete, wie man dies beispielsweise bereits im Falle der Rekombination von 
atomarem Wasserstoff durch Beladen der Wand mit H,O oder O,-Gas oder mit 
syrupéser Phosphorsaure [7] versucht hat. 

Fiir die Berechnung des Konvektionsproduktes, das ja nur ein Parameter 
mit purem Vergleichswert zu sein beansprucht, wurden zundchst — ebenso wie 
bei der Berechnung der Ausstrémgeschwindigkeiten — verzdgerungsfreier und 
volliger Energieaustausch der Gaspartikel mit der Wandoberflache und védllig 
homogene Energieverteilung im Feuergasraum einschlieBlich der Grenzschicht 
vereinfachend angenommen. Dariiber hinaus besteht folgende Modellvorstellung : 
Die Feuergaswand soll eine gegeniiber dem Feuergas verschwindend geringe Eigen- 
enthalpie haben, so daB unter Gleichgewichtsverhdltnissen jede auftreffende 
Partikel ihre gesamte thermische Enthalpie unverziiglich an die Wand abgibt. 
Die auftreffenden Gaspartikel sollen sich auBerdem so lange in der Wandober- 
flache aufhalten, bis sie durch geniigend zahlreiche Zusammenst6Be mit anderen 
in der Wand weilenden Feuergaspartikeln — bei jeweils vélliger Abgabe der frei- 
werdenden Reaktionsenergie an die Wand — zu den Verbindungen mit dem 
relativ niedrigsten chemischen Potential umgeformt werden, also im Fall von 
Wasserstoff zu H,, im Fall von Wasserdampf zu H,O, im Fall von Kohlenwasser- 
stoff-Sauerstoff-Gemischen zu H,O und CO, usw. Dissoziationen beim Aufprall 
sehr schneller Teilchen auf die Wand und der durch sie bedingte Verzehr von 
kinetischer Energie der Gasteilchen sollen vernachlassigt werden, so daB schlieB- 
lich gleichmaBig fiir alle Arbeitsgase der ungiinstigste, ndmlich der héchste iiber- 
haupt mdgliche, Wert fiir den Warmetransport an die Wand als Vergleichsbasis 
gewahlt wird. 

Unter diesen Voraussetzungen entstand Abb. 8, wo das Konvektionsprodukt 
fiir Wasserstoff, Wasser und Helium in logarithmischer Darstellung, in Ab- 
hangigkeit von verschiedenen Feuergasdrucken und Temperaturen, aufgezeichnet 
wurde. Um ein Gefiihl fiir die praktische Bedeutung der dort wiedergegebenen 
Zahlenwerte zu vermitteln, wurde gleichzeitig auf dieser Abbildung das zu 
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2,5- 10" kcal/m’s berechnete Konvektionsprodukt fiir eine gewdhnliche Gasdél- 
Sauerstoffrakete eingetragen, die vor mehr als 15 Jahren am Trauener Priifstand 
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Abb. 8. Vergleichende Darstellung des konvektiven Warmeiibergangs in der Heizkammer 
einer Rakete fiir die Arbeitsgase Wasserstoff, Wasser und Helium unter Gleichgewichts- 
verhaltnissen und in Abhangigkeit von Temperatur und Druck 
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erprobt wurde und deren konvektive und strahlende Warmeiibergange bei 50 at 
Feuergasdruck und 3550 °K Feuergastemperatur mittels Zwanglauf-Wasser- 
kiihlung schon damals stationar sicher beherrschbar waren. Die Konvektions- 
produkte von Wasserstoff, Wasser und Helium liegen im betrachteten Zustands- 
bereich, das heiBt bei Drucken bis zu 10 at und bei Temperaturen bis zu 10 000° K 
aufwarts, alle niedriger als dieser Wert. 

Im iibrigen zeigt Abb. 8 vor allem den iiberragenden EinfluB des absoluten 
Feuergasdruckes auf das Konvektionsprodukt. Diese lineare Abhangigkeit des 
Konvektionsproduktes vom Druck bewirkt, daB bei gleich groBem, konvektivem 
Warmeiibergang alle Arbeitsgase mit fallendem Druck immer héhere Ausstrém- 
geschwindigkeiten erméglichen, da die Ausstroémgeschwindigkeiten ihrerseits vom 
Druck entweder voéllig unabhangig sind oder — bei indirekter Druckabhangigkeit 
iiber die molaren spezifischen Warmen — mit fallendem Druck sogar héher 
werden. Bei homogenen, nicht dissoziierenden Gasen mit konstanten spezi- 
fischen Warmen verhalten sich — bez gleich grofBem Konvektionsprodukt in der 
Brennkammer — die erreichbaren Ausstrémgeschwindigkeiten wie 


bons te. ta Leta 
' (Pole |/ (Co)e [1 — (Pm/ Po) ae 4 
(0m), | (tem) = 7 | Pi mE Oe (7 
(Po V (Cp)y [1 — (bm/bo)?") 

worin (Cy); die molaren spezifischen Warmen der beiden Vergleichsgase und 
PolPm das in beiden Fallen gleich groBe Druckgefalle in der Feuergasdiise be- 
deuten. Ein solches Arbeitsgas erméglicht hiernach bei konstanten konvektiven 
Warmeiibergangen an die Heizkammerwande um so hoéhere Ausstrémgeschwin- 
digkeiten, je niedriger sein Heizkammerdruck und je geringer seine molaren 
spezifischen Warmen sind, unabhangig von Temperatur und Molekulargewicht. 
Die Voraussetzung konstanter spezifischer Warmen gilt indes bei den meisten 
Gasen nur bei verhaltnismaBig hohen Drucken und bei so niedrigen Temperaturen, 
daB die Absolutwerte, die dabei fiir die Ausstrémgeschwindigkeit im besten Fall 
erreichbar werden, uninteressant sind. Die nach dieser Betrachtungsweise am 
giinstigsten liegenden ezmatomigen Gase, fiir welche die obigen Voraussetzungen 
sogar bis zum Bereich der beginnenden Ionisierung zutreffen, erméglichen Aus- 
stro6mgeschwindigkeiten von mehr als 10 000 m/s erst oberhalb von 10 000° K, 
wo einerseits die entsprechenden Konvektionsprodukte schon mehr als 10’ kcal/m?s 
betragen und andererseits wegen beginnender Ionisierung die Voraussetzungen 
der Homogenitat des Gases und der konstanten spezifischen Warmen nicht 
mehr zutreffen, sowie neben den konvektiven Warmeiibergangen solche durch 
Strahlung hinzukommen, die nicht mehr dem Konvektionsprodukt, sondern 
Funktionen der Temperatur proportional sind. Vergleicht man verschiedene 
Arbeitsgase nicht bei gleichen Konvektionsprodukten, sondern bei gleichen 
Drucken und Temperaturen miteinander, so sieht man leicht ein, daB die Aus- 


strémgeschwindigkeiten naherungsweise dem Ausdruck \2n; H; dn, M; ver- 


haltig verlaufen, die Konvektionsprodukte hingegen dem Ausdruck S'{n; H;/ | M;]- 


Beide GréBen wachsen also mit steigenden spezifischen Warmen und mit fallen- 
den Molekulargewichten, jedoch in etwas verschieden starkem MaBe. Man kann 
allgemein sagen, daB der Vorzug eines Arbeitsgases vor einem anderen weniger 
in einer héheren Ausstromgeschwindigkeit bei gleich hohen konvektiven Warme- 
iibergangen begriindet ist, als vielmehr darin, daB bestimmte hohe Ausstrém- 
geschwindigkeiten nur von diesem bestimmten Gas und von keinem anderen in 
einigermaBen strahlungsfreien Zustandsbereichen iiberhaupt erreicht werden 
kénnen, wobei entsprechend héhere konvektive Warmeiibergange in Kauf ge- 
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nommen werden miissen, die unter den hier giiltigen Voraussetzungen allein 
durch Absenkung der Feuergasdrucke ertraglich gemacht werden kénnen. 


Im einzelnen lehrt Abb. 8, daB im niedrigen Temperaturbereich unterhalb von 
etwa 2000° K, wo nur erst der geringe thermische Anteil der molaren spezifischen 
Warmen zur Auswirkung kommt, die Konvektionsprodukte und die Ausstrém- 
geschwindigkeiten bei gleicher Temperatur und gleichem Druck fast gleichmaBig 
mit fallendem mittlerem Molekulargewicht (das heiBt in der Reihenfolge H,O, 
He, H,) ansteigen, wo also gemaB der obigen Ableitung fiir homogene Gase mit 
konstanten spezifischen Warmen Helium von allen drei Vergleichsgasen die relativ 
giinstigste — aber, absolut gesehen, bescheidene — Ausstrémgeschwindigkeit, auf 
gleich groBen konvektiven Warmeiibergang bezogen, liefert. Bei héheren Tem- 
peraturen, bei denen die molaren spezifischen Warmen von Wasserstoff und 
Wasser im Gegensatz zu denen des Heliums infolge aufzuwendender Dissozia- 
tionswarmen stark anschwellen, bleiben die Wdarmetibergdnge von Helium mit 
weiter zunehmender Temperatur gegeniiber denen von Wasser und Wasserstoff 
immer mehr zuriick. Die Ausstromgeschwindigkeiten von Helium werden jedoch 
erst oberhalb von 7000° K schlechter als die des Wassers, so daB zwischen 2000° 
und 7000° K Helium bei geringeren Warmeiibergangen gréBere Ausstrém- 
geschwindigkeiten verspricht als Wasser. Wasserstoff steht in diesem ganzen 
Bereich sowohl hinsichtlich seiner Warmeiibergange als auch seiner Ausstrém- 
geschwindigkeiten mit Abstand an der Spitze. Mit noch weiter steigenden Tem- 
peraturen und abnehmenden Drucken, also im Bereich merkbar werdender 
Ionisation, nahern sich die Kurven fiir die Konvektionsprodukte von Wasser 
und Wasserstoff einander immer mehr, bis sie von dem Augenblick an, wo das 


Konvektionsprodukt iiberwiegend durch den Anteil » _- H _//M_- der freien 


Elektronen im Arbeitsgas bestimmt ist, der ja bei beiden Stoffen bei gleichen 
Temperaturen und Drucken durchwegs fast gleich groB ist, praktisch einander 
gleich verlaufen. Dies ist bei einem Ionisationsgrad von mehr als 35% der Fall. 
In diesen extremen Bereichen ist also Wasserstoff — bei gleichen Temperaturen 
und Drucken — sogar bei gleich groBen konvektiven Warmeiibergangen um ein 
durch das Verhaltnis der mittleren Molekulargewichte iiberwiegend bestimmtes 
Vielfaches besser als Wasser hinsichtlich seiner Ausstromgeschwindigkeit. Helium 
14Bt sich hier nicht unmittelbar mit den beiden anderen Arbeitsgasen vergleichen, 
weil es einen entsprechenden Ionisationsgrad erst bei wesentlich héheren Tem- 
peraturen oder niedrigeren Drucken als Wasser und Wasserstoff erreicht. Bei 
gletchen Drucken und Temperaturen wie diese beiden Arbeitsgase sind das Kon- 
vektionsprodukt des Heliums im betrachteten Zustandsbereich um eine GréBen- 
ordnung, seine Ausstrémgeschwindigkeit bis zu etwa 2/3 kleiner als die ent- 
sprechenden Werte dieser beiden Vergleichsgase. 


Fiir die Warmeiibergange durch Strahlung wurde in einer friiheren, nur den 
Wasserstoff betreffenden Untersuchung [18] die Temperatur als VergleichsmaB- 
stab eingefiihrt. Dieser Parameter geniigt nicht mehr, wenn auBer verschiedenen 
thermodynamischen Zustandsbereichen auch verschiedene Arbeitsgase mitein- 
ander verglichen werden sollen, da dann der Faktor, mit dem die Ausstrahlung 
einer Potenz der Temperatur verhiltig ist, und auch diese Potenz selbst, keines- 
falls mehr als gleichbleibend betrachtet werden diirfen. In der vorliegenden Unter- 
suchung soll daher die spezifische Ausstrahlung R = R, (1 — e~4"?’) = R, dno 
als MaB fiir den Warmeiibergang durch Strahlung dienen. In dieser Beziehung 
bedeuten Ry die spezifische Ausstrahlung eines schwarzen Strahlers nach dem 
Gesetz von STEFAN-BOLTZMANN, d die Dicke der strahlenden Schicht (die im 
vorliegenden Falle praktisch dem mittleren Heizkammerdurchmesser gleich- 
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gesetzt werden kann); = ~/kT steht fiir die Zahl der Gaspartikel pro Volum- 
einheit und o fiir den mittleren optischen Wirkungsquerschnitt. Die Temperatur 
der bestrahlten Wandflache wurde bei dieser Betrachtungsweise als vernach- 
lassigbar gering angenommen. 

Bei Berechnung der spezifischen Ausstrahlung von Arbeitsgasen mu8 man 
grundsatzlich zweierlei Art der Strahlung im Gleichgewicht unterscheiden: 

1. die diskontinuierliche Strahlung diskreter, stoffspezifischer Wellenlangen 
(Linien oder Banden), die durch gequantelte Anregungszustande bedingt ist, und 

2. die kontinuierliche Rekombinationsstrahlung jenseits der Bandenképfe, 
die bei der Rekombination von Ionen und Elektronen oder von dissoziierten 
Molekiilen mit kontinuierlichem Geschwindigkeitsspektrum entsteht. 

Fiir die Energiezustande eines Arbeitsgases, oberhalb derer diskontinuierliche 
Strahlung beriicksichtigt werden muB, ist die sogenannte Resonanzlinie charak- 
teristisch, die beim Ubergang eines Elektrons aus dem niedrigst méglichen An- 
regungszustand in den Grundzustand ausgesandt wird, oder die dieser Resonanz- 
linie A zugeordnete charakteristische Temperatur 0,, = hc/(k A) = 1,44- 1078/2. 

Fiir die Energiezustande, bei denen Rekombinationsstrahiang ausgesandt 
wird, sind die molekularen Reaktionswarmen ¢, dieser Rekombinationen charak- 
teristisch oder die ihnen zugeordneten charakteristischen Temperaturen 9j,,, = e/k. 


Tabelle 5 





Charakteristische | Charakteristische Temperatur (°K) 
Resonanz Temperatur fiir Temperatur fiir hei 90 0% icer 
sy aa . r YIY;,Y /048 
Elemente linie die unterste die einfache lonisierung unter 
(AE) Anregungsstufe Ionisation 10-3 at Druck 
(°K) (°K) 





1 215,68 118 100 158 500 15 100 

584,4 245 700 280 006 24 400 
6 707,85 21 400 63 300 7 300 
2 348,61 61 100 108 900 11 100 
1 818,41 79 000 97 000 10 200 
1 261,57 113 800 130 800 12 900 

200,68 119 600 169 500 15 900 
1 358,66 105 700 158 800 15 100 
7 800,22 18 400 202 900 18 400 


In Tab. 5 sind fiir eine Reihe von leichten Elementen die Zahlenwerte fiir die 
Resonanzlinien, die charakteristischen Elektronenanregungstemperaturen und 
die entsprechend hodheren charakteristischen Temperaturen fiir einfache Ionisa- 
tion zusammengestellt. Da die charakteristischen Temperaturen nur als reine 
RechengréBen mit der Dimension einer Temperatur gedacht werden diirfen, 
wurden der besseren Anschaulichkeit zuliebe in einer weiteren Spalte als Beispiel 
die wirklichen Temperaturen bezeichnet, bei denen unter 10~? at Druck der 
Ionisierungsvorgang fiir das erste Schalenelektron zu 99,9°% beendet ist. Die Be- 
rechnung hierfiir erfolgte iiberschlagig mit Hilfe der SaHA-Gleichung. 

Wahrend die diskontinuierliche Strahlung bei einer Anzahl von Arbeitsgasen 
vernachlassigbar gering sein kann, kommt der kontinuierlichen Rekombinations- 
strahlung mit steigender Ladungszahl der Atome steigende Bedeutung zu, wenn 
auch in einem Temperaturbereich, der meist oberhalb der hier gewahlten Grenze 
von 10 000° K liegt. 
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Als Zahlenbeispiel wurde nach einem von E. SANGER entwickelten Verfahren 
(15) die spezifische Ausstrahlung von Wasserstoff im Bereich der Ionisation fiir 
verschiedene Feuergasdrucke und fiir eine Heizkammer von 1 m Durchmesser 
berechnet und in Abb. 9 iiber der Feuergastemperatur aufgetragen. Gleichzeitig 
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Abb. 9. Spezifische Ausstrahlung von Wasserstoffgas im Gleichgewicht, in Abhangigkeit 
von Temperatur und Druck in der Heizkammer, bei einem Heizkammerdurchmesser von 
d = 100 cm 


wurden als Bezugswerte die durch den schwarzen Strahler vorgegebene héchst- 
mégliche Ausstrahlung und die spezifische Ausstrahlung der bereits erwahnten 
und kiihltechnisch gut beherrschten Gasél-Sauerstoff-Rakete in die Zeichnung 
vermerkt. Man erkennt, daB bei dem gewahlten Brennkammerdurchmesser die 
Ausstrahlung bei etwa 9000° K und 1 at Heizkammerdruck kritisch zu werden 
beginnt. Bei niedrigeren Heizkammerdrucken, wie sie auch fiir die Beherrschung 
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der konvektiven Warmeiibergange giinstig sind, k6nnten dagegen ohne weiteres 
selbst bei 100009 K entsprechend gréBere Heizkammerquerschnitte kiihlungs- 
maBig beherrscht werden. 

Wegen fehlender Unterlagen iiber die mittleren optischen Wirkungsquer- 
schnitte von reinem Helium und Wasserdampf konnte eine analoge Darstellung 
fiir diese beiden Arbeitsgase bisher leider nicht wiedergegeben werden. Nach den 
Zahlenwerten in Tab. 5 diirfte jedoch Helium im diskontinuierlichen wie im 
kontinuierlichen Bereich bei den hier untersuchten Drucken und unterhalb von 
10 000° K nur vernachlassigbar wenig strahlen. Wasserdampf hingegen diirfte, 
wie E. SANGER bereits in einer friiheren Arbeit [12] ausfiihrlicher darstellte, be- 
reits im diskontinuierlichen Strahlungsbereich erhebliche Warmeiibergange ver- 
ursachen. Nach seiner Berechnung strahlt Wasserdampf bei optisch unendlich 
groBer Schichtdicke bereits bei 2000° K mit einer Energie von 41 °% des schwarzen 
Strahlers, das heiBt mit etwa 89 kcal/m?s. 

Unter Beriicksichtigung der verhaltnismaBig niedrigen Ausstrémgeschwin- 
digkeiten bei hdheren Gesamtwarmeiibergangen scheint also Wasserdampf vom 
rein thermodynamischen Standpunkt aus und unter Zugrundelegung von Gleich- 
gewichtsverhaltnissen gegeniiber Wasserstoff merkbar ungiinstiger. Helium 
kénnte innerhalb eines schmalen Temperaturbereiches knapp oberhalb von 
10 000° K bei beginnender Ionisation interessant werden. 


V. Der Einflu8 von Nichtgleichgewichtsvorgingen auf die Werte von 
Ausstrémgeschwindigkeit und Warmeiibergang, sowie auf die Bewertung der 
verschiedenen Arbeitsgase 


Die bisherigen Untersuchungsergebnisse wurden alle unter Voraussetzung ver- 
zogerungsfreier und vollstandiger Einstellung des Energiegleichgewichtes erhalten. 
Dabei ist es in Wahrheit aber durchaus nicht sicher, 

1. ob die Art der Energieiibertragung eine vollige Gleichgewichtseinstellung im 
Arbeitsgas wahrend seines Aufenthaltes in der Heizkammer gestattet; 

2. ob die Form der Feuergasdiise dariiber hinaus eine verzogerungsfreie An- 
passung aller Energiefreiheitsgrade an die wahrend der Entspannung verander- 
lichen thermodynamischen Zustandsbedingungen in jedem Diisenquerschnitt er- 
méglicht, und endlich, 

3. ob die wandnahen Feuergasmolekiile noch gleich hohe Energien wie die 
Molekiile im Feuergaskern besitzen und ob sie diese Energien durch Strahlung 
und Konvektion vollig an die Feuergaswande abgeben. 

Erwiinscht waren vom technischen Zweck der Triebwerke aus gesehen: 

1. wegen der dabei auftretenden — auf gleiche Feuergastemperatur bezogen — 
héchsten Miindungsgeschwindigkeiten, Energieglerchgewicht in der Heizkammer (3), 
sowie 

2. anschlieBend tseniropische Entspannung in der Diise {2, 16) und 

3. ein méglichst steiles Energiegefalle vom Feuergaskern zur Wand hin, bei 
moglichst elastischer Reflexion der Feuergasmolekiile an der Wand [13). 


Die vorausgegangenen Berechnungen unter Gleichgewichtsvoraussetzung 
stellen also hinsichtlich der erreichbaren Miindungsgeschwindigkeiten den giin- 
stigsten, hinsichtlich der konvektiven Warmeiibergange den ungiinstigsten Fall 
dar, wenn man den Vergleich bei konstanten und durch die Translationsenergie 
des Feuergases definierten Heizkammertemperaturen durchfiihrt. Fiir einen Ver- 
gleich der erreichbaren Miindungsgeschwindigkeiten bei konstanter Heizkammer- 
enthalpie, wie er im Fall eines chemisch gekoppelten Antriebssystems sinngemaB 
ware, trifft die Vorrangstellung des vélligen Energiegleichgewichtes in Heiz- 

13* 
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kammer und Diisenstr6mung hinsichtlich der erreichbaren AusstrO6mgeschwindig- 
keit keinesfalls allgemein zu [3]. Ein solcher Vergleich ware im vorliegenden Fall 
ungekoppelter Antriebssysteme auch ziemlich uninteressant, da hier ja eine prak- 
tisch unbegrenzt leistungsfahige Energiequelle vorausgesetzt werden soll, und die 
bei hohen Temperaturen in erster Linie bedeutungsvollen Warmeiibergange durch 
Strahlung nur Funktionen der Elektronenanregungs- und der Rekombinations- 
temperaturen und nicht der Gesamtenthalpie sind. 

Da die Berechnungen unter Annahme vollstandigen Energieaustausches an 
den Grenzflachen fiir den konvektiven W drmeiibergang bereits die héchst méglichen 
Werte ergeben, das heiBt den ungiinstigsten Fall darstellen, soll der EinfluB von 
Verzégerungen oder Unterbindung des Energieaustausches hier nicht zahlen- 
maBig untersucht, sondern nur die bisher bekannten Mittel aufgezahlt werden, 
die diesen Warmeiibergang bei gleichbleibend hohen Heizkammerenthalpien er- 
niedrigen kénnten. Dies kann einmal durch Erzeugung kiinstlicher Temperatur- 
gefalle vom Kern der Heizkammer zur Wand hin mittels fliissiger [8] oder gas- 
formiger [5 Kiihlschleier, durch 6rtliche Begrenzung eines heiBen Plasmakerns 
— fern den festen Wanden —, beispielsweise mit Hilfe von Magnetfeldern [1], usw., 
also durch jegliche kiinstliche Erniedrigung des unter Gleichgewichtsverhaltnissen 
an die Heizkammerwande gelangenden Enthalpiebruchteils, geschehen; zum 
anderen aber auch durch Erhéhung des Anteils elastischer Reflexion der Feuer- 
gasmolekiile an den Wanden, entweder mittels chemischer antikatalytisch wirken- 
der Wandiiberziige, oder mittels Beeinflussung der Wandoberflachenstruktur 
oder durch elektrostatische Aufladung der Wande usw. Unter den aufgezahlten 
Mitteln haben Kiihlschleier nicht nur den Vorteil, daB sie den konvektiven 
Warmeiibergang erniedrigen, sondern sie schwachen auch gleichzeitig die zur 
Wand hingehende Strahlung. SchlieBlich sind hier noch die klassischen und fiir 
sich allein nicht mehr ausreichenden Methoden der Wandkiihlung zu erwahnen, 
welche die vom Feuergas an die Wand bereits abgegebene Warme durch die Wand 
hindurch an gasférmige oder fliissige Kiihlmittelstréme ableiten. 

Was die Warmeiibergange durch Strahlung anbelangt, die man in Analogie zu 
den konvektiven Warmeiibergangen materieller Partikel grundsatzlich auch als 
konvektive Warmeiibergange von Photonen bezeichnen k6nnte, so laBt sich keine 
eindeutige Voraussage hinsichtlich der Auswirkung von Nichtgleichgewichtsvor- 
gangeii treffen. Einerseits diirfte bei gleichen Translationstemperaturen in der 
Heizkammer wahrscheinlich volle Gleichgewichtseinstellung im Arbeitsgas die 
niedrigsten Warmeiibergange ergeben, da die Vor-Gleichgewichtsperiode, wie 
noch spater erlautert werden soll, sich fast stets durch eine Uberbesetzung der 
Freil.eitsgrade fiir Elektronenanregung und der Ionisation auszeichnet. Anderer- 
seits wird derartige, immer nur 6rtlich, in eng begrenzten Raumen der Heiz- 
kammer, auftretende Chemolumineszenzstrahlung fast immer durch die um- 
gebenden Gashiillen stark geschwacht und ihr Intensitatsmaximum nach groBeren 
Wellenlangen zu verschoben, bevor sie die festen Heizkammerwande erreicht. 

Um die Zusammenhange zwischen dem Grad der Gleichgewichtseinstellung 
und der erreichbaren Miindungsgeschwindigkeit an Beispielfallen zahlenmabig zu 
veranschaulichen, wurden in Abb. 10 und 11 fiir Wasserstoff, bzw. fiir Wasser, 
in Abhangigkeit von der durch die Translationsenergie definierten Heizkammer- 
temperatur und fiir bestimmte Strémungsbedingungen — namlich fiir 1 at Heiz- 
kammerdruck und ein Entspannungsverhaltnis von 100 : 1 — die Heizkammer- 
enthalpie 4, und die durch die Enthalpiedifferenzen (Ay — Am) des Gases zwischen 
Heizkammer und Diisenmiindung festgelegten, gewinnbaren kinetischen Energien 
Wm?/2 g fiir vier hypothetische Falle von Gleichgewichtsanpassung vergleichsweise 
eingezeichnet. 
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Fall I bedeutet hier: verzégerungsfreie Gleichgewichtseinstellung innerhalb 
der Translationsfreiheitsgrade in Heizkammer und Feuergasdiise; vdlliges Ein- 
frieren aller iibrigen Freiheitsgrade in dem Zustand, in dem sie sich vor der Auf- 
heizung, beispielsweise bei Zimmertemperatur, in der Heizkammer befanden. 

Fall II bedeutet: verzégerungsfreie Gleichgewichtseinstellung bei Trans- 
lationen und Rotationen; vdlliges Einfrieren aller iibrigen Freiheitsgrade. 
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Abb. 10. Aufheizungsenthalpien hy von Wasserstoff und die daraus in der Feuergasdiise 

bei einer Entspannung von 1 at auf 0,01 at gewinnbaren kinetischen Energien (hy — hy), 

in Abhangigkeit von der Heizkammertemperatur T, und vom Grad der Einstellung des 

Gleichgewichtes in den verschiedenen Energiefreiheitsgraden wahrend Aufheizung und Ent- 
spannung (Falle I bis IV) 

Fall III meint verzégerungsfreie Gleichgewichtseinstellung der Translationen 
und aller inneren Freiheitsgrade; vdlliges Einfrieren der Dissoziations- und 
Ionisationsgrade. 

Unter Fall IV endlich soll verzégerungsfreie Gleichgewichtseinstellung aller 
Freiheitsgrade, einschlieBlich der chemischen Reaktionen, in Heizkammer und 
Diise verstanden werden. 
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In den Fallen I bis III ist das Verhalten der Str6mung nur von der Temperatur 
im Kessel und vom Druckgefalle in der Feuergasdiise abhangig; in Fall IV dar- 
iiber hinaus noch vom absoluten Druck in der Heizkammer. Bei der Berechnung 
des chemischen Anteils der Enthalpien in Fall IV wurde bei der Betrachtung von 
Wasserstoff als Arbeitsgas (Abb. 10) die Bildungswarme von H, bei 0° K gleich 
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Abb. 11. Aufheizungsenthalpien 4y von Wasserdampf und die daraus in der Feuergasdiise 

bei einer Entspannung von | at auf 0,01 at gewinnbaren kinetischen Energien (hy — hm), 

in Abhangigkeit von der Heizkammertemperatur Ty und vom Grad der Einstellung des 

Gleichgewichtes in den verschiedenen Energiefreiheitsgraden wahrend Aufheizung und Ent- 
spannung (Falle I bis IV) 


Null gesetzt; bei der Betrachtung von Wasserdampf (Abb. 11) wurde sinngemaB 
die Bildungswarme gasfoérmigen Wassers als Basiswert benutzt. 

Wie zu erwarten war, wird die Heizkammerenthalpie Ay bei gleichbleibender 
Heizkammertemperatur um so héher, je mehr die verschiedenen Energiefreiheits- 
grade der Molekiile sich — dieser Temperatur entsprechend — absattigen konnten, 
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also mit zunehmender Anndherung an den Zustand volligen Gleichgewichtes, von 
Fall I bis Fall IV ansteigend. Dasselbe gilt fiir die Enthalpiedifferenz (hy — h,»), 
die ja um so héher wird, je hoher einerseits das Energiepotential 4, im Kessel- 
zustand ist und je vollstandiger sich andererseits das Feuergas in der Diise durch 
Dampfung aller seiner Energiefreiheitsgrade und Entbindung von thermo- 
chemischer Energie den erniedrigten Drucken und Temperaturen anpaBt. Im 
Fall I unterscheiden sich die auf Masseneinheit bezogenen Enthalpien und 
Enthalpiedifferenzen der verschiedenen Arbeitsgase dabei streng nur entsprechend 
dem umgekehrten Verhaltnis von deren Molekulargewichten. In den Fallen II, 
III und IV geht dieser Unterschied zwischen Wasser und Wasserstoff in steigen- 
dem MaBe von II nach IV, jedoch insgesamt nur leicht, zuriick infolge der 
hoheren spezifischen Warmen und der héheren Dissoziation von Wasser. 

Wenn der Anpassungsgrad an das Gleichgewicht nicht — wie in den vorhin 
behandelten Fallen I bis 1V — in Heizkammer und Diise gleich ist, sondern ver- 
schieden stark ware, sich in der Hetzkammer also beispielsweise nur Translationen 
und Rotationen ohne Zeitverzug anregen lieBen und alle anderen Freiheitsgrade 
vollig einfréren, wahrend in der Diise 

a) sich nur die Translationsenergien den sinkenden Drucken und Temperaturen 
unverziiglich anpaBten, bei Einfrieren aller iibrigen Freiheitsgrade in dem Zu- 
stand, den sie in der Heizkammer aufwiesen, oder 

b) sich nicht nur Translationen und Rotationen, sondern auch die Molekiil- 
schwingungen verzugsfreier Gleichgewichtseinstellung bedienten, so erhielte man 
beidemale geringere Werte fiir die gewinnbare kinetische Energie (4g — h,,) als 
im Fall II. Im Fall Ila wiirde namlich der Rotationsanteil der spezifischen 
Warmen zwischen T, und 7,, fiir die Umsetzung in kinetische Energie ungenutzt 
bleiben, im Fall IIb wiirde der Schwingungsanteil der spezifischen Warme 
zwischen der niedrigen Temperatur vor der Aufheizung des Kessels und der 
Diisenmiindungstemperatur T,, fiir die kinetische Energie verloren gehen, wobei 
eine genaue Rechnung noch dadurch kompliziert wird, daB bei gleicher Heiz- 
kammertemperatur 7, und gleichem Druckgefalle o/p,, wegen der verschiedenen 
Quasi-x-Werte wahrend der Entspannung die Miindungstemperatur 7, in allen 
drei Fallen verschieden hoch ist, und zwar am hochsten im Fall II (2, 16, 20. 

Nach diesen sehr schematischen Betrachtungen iiber den EinfluB von Ver- 
zogerungen bei der Einstellung des allgemeinen Energiegleichgewichtes, bzw. bei 
Einfrieren einzelner Freiheitsgrade auf die mit einem bestimmten Arbeitsgas 
und einer bestimmten Kesseltemperatur dieses Gases erreichbaren Ausstrém- 
geschwindigkeiten, sei ein Uberblick angestrebt, wieweit und in welcher Form 
man bei der Aufheizung eines Arbeitsgases wirklich mit Abweichungen vom 
Energiegleichgewicht rechnen muB. Nach den bisherigen Erkenntnissen kann 
man drei grundsatzlich verschiedene Aufheizungsmethoden fiir ein Arbeitsgas in 
Erwagung ziehen, die sich unter anderem durch den Temperaturbereich unter- 
scheiden, fiir den der Energietrager geliefert werden kann. 

1. Wo eine Zufuhr thermischer Energie zwischen 10? und 10% °K zur Auf- 
heizung des Arbeitsgases ausreicht, denkt man an die Verwendung von Sfaltungs- 
veaktoren bereits erprobter Bauart [22]. Weil dabei dem Arbeitsgas die not- 
wendige Energie mittels Warmeaustauscher zugefiihrt wird, ist erstens die Auf- 
heizungstemperatur durch die zuldssigen Temperaturen der festen Reaktor- 
bestandteile nach oben zu begrenzt und zweitens die Masse des dem Arbeitsgas 
beigemischten Energietragers gleich Null; das heiBt das Massenverhaltnis zwischen 
Energietrager und Arbeitsgas in Kessel und Entspannungsdiise wird K = 0. 
AuBerdem diirfte bei dieser Art der Aufheizung in der Heizkammer villiges 
Energiegleichgewicht herrschen und — wegen der niedrigen Aufheizungstem- 
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peraturen und geringen Strémungsgeschwindigkeiten — wahrscheinlich auch in 
der Diise. Die Methode wird voraussichtlich fiir Hochleistungs-Flugtriebwerke 
nicht angewendet werden, weil die Triebwerksgewichte einschlieBlich Reaktor, 
Schutzmantel, Pump- und Einspritzaggregat dabei unverhaltnismaBig hoch 
werden und die bei Raketen beispielsweise auf diesem Wege erreichbaren Aus- 
strémgeschwindigkeiten so gering bleiben, daB sich keine Vorteile gegeniiber 
Systemen mit gekoppeltem Antriebssystem, wie thermischen Fliissigkeitsraketen 
abzeichnen. 

2. Wo Energietrager mit Temperaturen zwischen etwa 5- 108 und 5- 104 °K 
ausreichen, kann ein Arbeitsgas mittels Lichtbogen aufgeheizt werden. Hier ge- 
schieht das Aufheizen des Arbeitsgases also auch nicht unmittelbar durch kern- 
chemische Energie, sondern durch ein elektrisches Potential, das seinerseits aller- 
dings mit Hilfe kernchemischer Energie aufgebaut sein kann, wie dies beispiels- 
weise bei Verwendung von f-Zerfallsbatterien nach einem Vorschlag von 
KAEPPELER [6, 17] der Fall sein wiirde. 

Eine ungekoppelte Rakete mit Wasser als Arbeitsgas und Energiezufuhr aus 
dem Lichtbogen, also mit Glihelektronen als Energietrager wurde 1954 erstmalig 
von PETERS im LaboratoriumsmaBstab realisiert [9]. Bei seinen Versuchen 
bildete ein spiralenférmig durch ein Rohrinneres strémender Wasserstrahl einen 
Wirbelkanal von wenigen Millimeter Durchmesser, in dessen Achse der Licht- 
bogen brannte. Durch die Stromleistung des Bogens wird der umgebende Wasser- 
mantel teilweise verdampft und kann bis zu Plasmatemperaturen von iiber 50000 °K 
in der Bogenachse aufgeheizt werden. Das infolge der verdampften Wassermenge 
unter Uberdruck stehende Plasma strémt durch die als LAvAL-Diise ausgebildete 
Anode mit einer dem Entspannungsgefalle und der Bogenaufheizung entsprechen- 
den Miindungsgeschwindigkeit ins Freie. Das Wasser dient bei dieser Anordnung 
also gleichzeitig als Stabilisator des Lichtbogens, als Kiihlmantel und als Arbeits- 
gas. Das Temperaturgefalle von der Bogenachse bis zum Rand des Bogens ist 
auBerordentlich stark und betragt gréBenordnungsmaBig bis zu 4: 10* %/mm. 
Wegen der allmahlichen Aufheizung des Arbeitsgases aus dem fliissigen Zustand 
herrscht im Plasma innerhalb der Heizkammer weitgehend Energiegleichgewicht. 
Wieweit in der Entspannungsdiise Relaxationen eine Rolle spielen, wurde meines 
Wissens bisher nicht untersucht. Eine weitere Eigenart dieser Versuchsanordnung 
ist die Tatsache, daB die elektrische Leistung des Bogens, die bei vorgegebenem 
Wirbelkanal zunachst die Bogentemperatur bestimmt, damit auch die Menge des 
pro Zeiteinheit verdampfenden Wassers festlegt und folglich auch den Plasma- 
druck in der Heizkammer, so daB von den drei maBgeblichen Betriebsvariabeln: 
Heizkammertemperatur, Heizkammerdruck und Massendurchsatz der Rakete, 
immer nur eine frei gewahlt werden kann. Die Lichtbogenrakete nach PETERS 
stellt sicherlich nicht die einzige mégliche Lésung der Arbeitsgasaufheizung durch 
Lichtbégen dar. Man k6énnte daran denken, die Wechselwirkung zwischen 
Plasmen und ihren eigenen oder fremden Magnetfeldern dazu auszunutzen, die 
heiBen Plasmen fern von Wanden im Kern der Heizkammer zu lokalisieren. 
Ferner brauchten Lichtbogenkanal und Heizkammer nicht unbedingt identisch 
zu sein. Nach GRUN, SCHOPPER und SCHUMACHER [4] kénnen Gasraum und 
Erzeugungssystem eines Korpuskularstrahlbiindels durch ,,dynamische Druck- 
stufen’’ miteinander verbunden werden, die es erlauben, im Vakuum erzeugte, 
beschleunigte und optisch gebiindelte Korpuskularstrahlen durch freie Offnungen 
von mehreren Millimetern Durchmesser in einen unter Atmospharendruck stehen- 
den Gasraum einzuschleusen. Dieses Verfahren wiirde Kombinationen von be- 
liebigen, elektrisch geladenen Energietragern mit beliebigen Arbeitsgasen ge- 
statten, wenn die von der Firma Heraeus betriebene technische Weiterent- 
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wicklung des Druckstufenverfahrens zu befriedigenden Resultaten fiihrt oder in- 
zwischen fiihrte. Als Korpuskularstrahlenerzeuger kénnen auBer stationaren 
Lichtbégen bei einer solchen Anordnung auch Glimmentladungen, Kathoden- 
strahlréhren, Elektronenschleudern oder sogenannte ,,Plasmapistolen“ [1] usw. 
verwendet werden. 

Bei diesen Verfahren ist in der Heizkammer mit einer mehr oder weniger 
groBen Abweichung vom allgemeinen Energiegleichgewicht zu rechnen, die sich 
erfahrungsgem48 durch eine Uberbesetzung von Elektronenanregung und Ioni- 
sation 4uBert. Grundsatzlich ist das Heizkammergas um so weiter vom Energie- 
gleichgewicht entfernt,; je weniger gaskinetische StéBe zwischen Energietrager 
und Arbeitsgas wahrend ihres gemeinsamen Aufenthaltes in der Heizkammer 
stattfinden kénnen und je hdher die Energiedifferenz zwischen Energietrager 
und Arbeitsgas ist. 

3. Dementsprechend weit entfernt vom Energiegleichgewicht diirften Gas- 
gemische in der Heizkammer bei Verwendung von Fusionsreaktoren leichter Kerne 
als Energiequelle zur Aufheizung von Arbeitsgasen sein. Hierbei beabsichtigt 
man die Produkte kernchemischer Fusionsreaktionen wie Neutronen, «-Teilchen, 
Protonen, schnelle Elektronen usw. dem Arbeitsgas in der Heizkammer unmittel- 
bar zuzumischen. Da die ,, Temperaturen‘‘ der Energietrager bei dieser noch sehr 
, zukiinftigen‘’ Methode in der GréBenordnung von 10!® °K liegen, kénnte das 
Mischungsverhaltnis K der Massen von Energietrager und Arbeitsgas sehr 
klein sein, wenn man voraussetzt, daB die Elementarteilchen ihre Energie inner- 
halb des Arbeitsgasvolumens auch wirklich verausgaben. Diese Bedingung 
kénnte unter Umstanden zu auBerordentlich hohen Betragen fiir die minimal zu- 
lassigen Heizkammervolumina fiihren wegen der geringen Wirkungsquerschnitte 
der meisten Arbeitsgase gegeniiber sehr hoch beschleunigten Elementarteilchen, 
insbesondere gegeniiber Neutronen. 

Daneben ist mit weiteren technischen Schwierigkeiten dadurch zu rechnen, 
daB nach SANGER [14] die Aufrechterhaltung eines stationdren Kernbrandes 
durch Fusionsreaktionen leichter Kerne nur bei so hohen Brennkammerdrucken 
und so groBen Brennkammerabmessungen mdglich ist, daB der eigentliche Kern- 
reaktor nur als bodenfeste Anlage gedacht werden kann. 

Dieser oberflachliche Ausflug in die Technologie der Raketen mit unge- 
koppeltem Antriebssystem, der zur Klarung der Frage nach dem voraussicht- 
lichen AuBma8B der Energiegleichgewichtseinstellung in den Strémungsgasen 
dieser Triebwerke Gienen sollte, lie8 erkennen, daB bei einer Reihe von Auf- 
heizungsmethoden tatsdchlich praktisch mit Gleichgewichtsverhaltnissen in 
Kessel und Diise gerechnet werden kann, daB bei anderen Aufheizungsmethoden 
auftretende Abweichungen vom Gleichgewichtszustand in der Brennkammer sich 
jedoch nicht nur in einer Unterbesetzung gewisser Freiheitsgrade gegentiber dem 
endgiiltigen Gleichgewichtszustand ausdriicken, wie sie allein in den schemati- 
sierten Beispielfallen der Abb. 10 und 11 beriicksichtigt wurden, sondern in einer 
anfanglichen Uberbesetzung, insbesondere von Elektronenanregung und Ionisa- 
tion, von denen die Elektronenanregung bekanntlich ziemlich rasch auf ihr end- 
giiltiges Niveau abklingt, wahrend die Rekombination der primaren Ionisationen 
merkbaren Verzégerungen unterliegen kann. Es soll deshalb zum SchluB dieser 
Betrachtung noch der EinfluB dieser primaren Vor-Gleichgewichts-Ionisation auf 
die erreichbaren Werte fiir die Ausstrémgeschwindigkeiten abgeschatzt werden, 
unter der extremen Annahme, daB diese Ionisation sich zumindest in der Heiz- 
kammer iiberhaupt nicht zuriickbilde. Wenn man schematisch annimmt, 

1. daB Ionisierungen an Teilchen der Art (A) immer nur durch St6Be mit Parti- 
keln einer beliebigen Art (7) hervorgerufen werden, deren Relativgeschwindigkeit 
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v, = v4? + v2 — 204 0; cosp (8) 
zu ihnen, zusammen mit ihrer ,,reduzierten“ Masse, 
Mm, = M,4°m|(m4 + mi), 
eine sogenannte ,,relative StoBenergie“, mm, v,?/2, gréBer oder gleich der er- 
forderlichen Ionisierungsenergie gion ergeben, 

2. daB ferner Riickbildungen solcher Ionisationen zunachst vernachlassigbar 
selten seien, 

3. daB stufenweise Ionisierungen zur primaren lonisation nichts beitragen 
kénnen, sondern sich erst in einem spateren Stadium der Gleichgewichtsein- 
stellung auswirken und 

4. daB keine beachtenswerten Strahlungs- oder sonstigen Energieverluste auf- 
treten, dann betragt in einem Gas mit Gleichgewichtsverteilung innerhalb der 
Translationsfreiheitsgrade und mit einheitlicher Temperatur T der Bruchteil dZ der 
zur Ionisation fiihrenden St6Be zur Zahl Z aller stattfindenden St6Be bekanntlich: 

1 xm Fion - e Fion!*#T 
AZ {2 = (; + } e . (10) 

Diese Beziehung kann bei der Berechnung der primaren Ionisierung eines 
Arbeitsgases nicht ohne weiteres tibernommen werden, da Arbeitsgas und Energie- 
trager im Augenblick der Vermischung sehr verschiedene Temperaturen auf- 
weisen. Die Ionisierung setzt hier im Vor-Gleichgewichtszustand des Gesamt- 
systems ein und wird wahrscheinlich dadurch ausgelést, daB das ,,kalte‘‘ Arbeits- 
gas durch Fremdpartikel mit entweder homogener hoher Geschwindigkeit vg 
oder mit ungeordneten, einer Gleichgewichtstemperatur 


(11) 


entsprechenden Translationsgeschwindigkeiten beschossen wird, wobei jede 
Fremdpartikel mit einer kinetischen Energie zwischen 7+ ¢ und (7 + 1) ¢ 7 Ioni- 
sierungen bewirken kann. 

Im Fall einer solchen Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung bei den Energie- 
tragern betragt das Verhaltnis zwischen der Anzahl von Partikeln mit einer 
kinetischen Energie gréBer oder gleich e und der Gesamtzahl der Partikel: 


«e 


dng 2 : 1” mt, , 
eon itt sein —* dx}. 12 
) ae. "9 


x= VelkTp 
Wenn die Systemgeschwindigkeit vg oder die JT; entsprechende wahrscheinlichste 
Molekulargeschwindigkeit 


ce = 2k-+ Tg/me (13) 
gegeniiber der wahrscheinlichsten Geschwindigkeit c4 des unbeheizten Arbeits- 
gases so hoch ist, daB deren Beitrag zur relativen StoBgeschwindigkeit v, ver- 
nachlassigt werden kann, dann werden — im Fall von Geschossen mit MAXWELL- 
scher Geschwindigkeitsverteilung — 


2 wof/ ie \M@ a — 
mt ane = S| (Fr, 2 oka’ ba ax|=me-1(,5) (14) 


-_ x= iekTp 


von mg Schiissen zu je einer Ionisierung der getroffenen Arbeitsgasmolekiile 
fiihren, wobei so groBe Gasdichte, Schichtdicke und Wirkungsquerschnitte des 
Arbeitsgases vorausgesetzt werden, daB alle n; Geschosse beiihrem Durchgang durch 
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das Arbeitsgas die notwendige Trefferzahl auch erreichen, das heiBt ihre kinetische 
Energie vollig an das Arbeitsgas abgeben. In den Beziehungen (12) und (14) bedeuten: 

E = €ion (ME + m,)/Ma, (15) 
und 7 laufende ganze Zahlen zwischen 1 und oo. Die Zahlenwerte fiir 1¢*/ng sind 
in Abb. 12 in Prozenten als Funktion von e/k T aufgetragen, ebenso als ge- 
strichelte Kurve die Zahlenwerte fiir 
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Abb. 12. Prozentsatz der ionisierenden Energietrager und Prozentsatz der im hinreichend 

dichten und ausgedehnten Arbeitsgas méglichen Ionisierungsvorgange, in Abhangigkeit von 

der Funktion e/k Tg, bei thermischem Gleichgewicht des Energietragers, entsprechend einer 
Temperatur 7, und einer kinetischen Mindestenergie « fiir die Ionisierung 
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Wenn also auf 4 Molekiile Arbeitsgas jedesmal n_ GeschoBpartikelchen ent- 
fallen, so betragt die bei der gegenseitigen Durchdringung zunachst verbrauchte 
Ionisierungsenergie insgesamt: 

On = AE oe (EY, 
NE €jon ME Y ma E f k Tr (16) 
Von der dem Arbeitsgas zugefiihrten Gesamtenthalpie mg- mg- hg bleibt daher 
zur eigentlichen Aufheizung von Arbeitsgas und GeschoBpartikeln auf die Heiz- 
kammertemperatur 7, ein Betrag 
_ Np Me (5/2) k (Te — To) — Ein Me*/ME 


hoa) — 


n4 Ma, 





(17) 


pro Masseneinheit Arbeitsgas iibrig. 

Im Fall einer homogenen Geschwindigheit vg der ng GeschoBpartikel gibt es 
drei Méglichkeiten fiir das AusmaB der primaren Ionisation: 

1. wenn ve < y2 €/mpg, geht keine primare Ionisation vor sich; 

2. wenn \2 €/Me Sve < 2 Velme, bewirken alle mg Partikel je ezne Ionisation 
im Arbeitsgas; 

3. wenn vg > 2 \ e/me, kénnen durch jede GeschoBpartikel nacheinander 
mehrere Arbeitsgasmolekiile ionisiert werden, wie dies auch tatsdchlich haufig 


geschieht. 
In allen drei Fallen nimmt die Beziehung (17) die Form 


A vz* ma,|m ; 
esi = x| SE — hye) — er s ive| (18) 
an, worin 7 die nachste ganze Zahl unterhalb von vg? mg/2 € bedeutet. 

Da natiirlich nicht mehr Ionisierungen vorkommen koénnen, als Arbeitsgas- 
molekiile vorhanden sind, gelten Gl. (17) nur im Bereich f (e/(k Tz)) < a/nz, 
bzw. G]. (18) nur im Bereich 7 < n4/ng. 

Bei einer vorgegebenen bestimmten massenspezifischen Energie 
A ve? 

2 
des Energietragers und fiir eine bestimmte gewiinschte Heizkammerenthalpie Ay 
des Feuergasgemisches gibt es daher einen maximalen Wert fiir das Massen- 
mischungsverhaltnis A, gemaB der Beziehung 


Kn ea hoa) + Eion /Ma , (19) 


ee — hoe ) 


eg =he+ 





der nicht iiberschritten werden kann. 

Wenn man als Grenzfall einer méglichen Gleichgewichtsabweichung annimmt, 
daB die primare Ionisierung weder wahrend der durch die langsameren StdBe 
gleichzeitig einsetzenden thermischen Aufheizung des Arbeitsgases in der Heiz- 
kammer noch bei der Entspannung des aufgeheizten Gases in der Diise zuriick- 
ginge, so bedeutete dies zwar einen zusdtzlichen Aufwand an Aufheizungs- 
enthalpie hg zwecks Erlangung einer bestimmten gewiinschten Heizkammer- 
temperatur 75, sowie erhéhte konvektive Warmeiibergange infolge von Rekom- 
binationen der Ionen an den Feuerraumwanden, jedoch keine Anderung hin- 
sichtlich der bei Ty gewinnbaren kinetischen Energie in der Diisenmiindung, da 
sich ja nur die Absolutbetrage, nicht aber die Enthalpiedifferenz (hy — Am) 
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andern wiirden. Technisch interessant ware der Fall, wenn es gelange, die primare 
Ionisationsenergie zwar in der Heizkammer méglichst vollig einfrieren zu lassen, 
die Vorgange in der Diise jedoch so zu beeinflussen, daB dort weitgehend 
Rekombination einsetzte, so daB ein mehr oder minder groBer Bruchteil der 
primaren lIonisationsenergie in zusatzliche kinetische Energie umwandelbar 
ware und derart héhere Miindungsgeschwindigkeiten als im Falle vélligen Gleich- 
gewichtes bei gleichen Feuergastemperaturen erreichbar waren. 
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Abb. 13. Massenmischungsverhialtnis A von Energietrager zu Arbeitsgas und Verhaltnis der 
aufgewendeten lonisierungsenergie ey; zur restlichen Enthalpie /ig(4) in der Heizkammer, 
in Abhangigkeit von der Heizkammertemperatur 7, nach der Mischung, fiir Wasserstoff 
als Arbeitsgas bei BeschuB mit Elektronen oder x-Teilchen mit thermischer Geschwindig- 


keitsverteilung, entsprechend Temperaturen 7 zwischen 25 000° und 125 000° Ix 


Wenn Arbeitsgas und Energietrager bekannt sind, kénnen also mit Hilfe der 
vorstehenden Gleichungen die primare Ionisationsenergie 
ej = [K(hy — hey) — hy | re = 1) 


und das Massenmischungsverhaltnis K = ng m,z/n4 m4 in Abhangigkeit von 
der durch die Translationsenergie definierten Heizkammertemperatur und von 
der Translationstemperatur oder der Systemgeschwindigkeit des Energietragers 
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zahlenmaBig angegeben werden. In Abb. 13 und 14 wurden so fiir alle méglichen 
Kombinationen von Wasserstoff oder Wasser als Arbeitsgas und fiir Elektronen 
oder «-Teilchen als Energietrager das Massenmischungsverhaltnis und die ,,ein- 
gefrorene’ primare Ionisationsenergie im Verhaltnis zur restlichen Heizkammer- 
enthalpie dargestellt. Diese Darstellung erfolgte unter der Annahme, da die 
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Abb. 14. Massenmischungsverhaltnis A’ von Energietrager zu Arbeitsgas und Verhaltnis der 
aufgewendeten Ionisierungsenergie e; zur restlichen Enthalpie hy4) in der Heizkammer, 
in Abhangigkeit von der Heizkammertemperatur 7, nach der Mischung, fiir Wasser als 
Arbeitsgas bei Beschu8 mit Elektronen oder «-Teilchen mit thermischer Geschwindigkeits- 
verteilung, entsprechend Temperaturen T, zwischen 25 000° und 125 000° K 


Energietrager eine thermische Geschwindigkeitsverteilung entsprechend Tem- 
peraturen zwischen 25 000° und 125 000° K aufwiesen und ihre Energie dem Ge- 
misch aus Arbeitsgas und Energietrager véllig erhalten bliebe, bei gleichmaBiger 
Aufteilung. Was die Gleichgewichtsverhaltnisse in der Heizkammer anbelangt, 
so wurden zwei hypothetische Grenzfalle beriicksichtigt, namlich, daB die gemaB 
Gl. (16) abgeschatzte primdre Ionisationsenergie in der Heizkammer vollig ein- 
frére und sich die Restenergie des Energietragers nach Abzug der Primarionisa- 
tion entweder nur den Translationsfreiheitsgraden des Gemisches (Translations- 
gleichgewicht) oder allen Freiheitsgraden des Gemisches (,,vdlliges‘‘ Gleich- 
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gewicht) bei jeweils gleichmaBiger, dem Gleichgewichtszustand innerhalb der be- 
riicksichtigten Freiheitsgrade entsprechender Verteilung mitteilen wiirde. 

Die Abbildungen lassen erkennen, daB in Temperaturbereichen, in denen das 
Arbeitsgas im volligen Gleichgewicht iiberwiegend dissoziiert ware, die zusatzliche 
Aufheizung aller inneren und chemischen Freiheitsgrade auf die Translations- 
temperatur 7, ein um etwa eine GrodBenordnung hdheres Massenmischungsver- 
haltnis von Energietrager zu Arbeitsgas erforderte. Auf die Héhe der primdren 
Ionisationsenergie wirkt sich jeder Unterschied in der Gleichgewichtsanpassung 
des Feuergases bei konstanten Heizkammertemperaturen genau proportional den 
zugehérigen Heizkammerenthalpien aus, gemaB der Beziehung 

e] (1-* Ng) * €ion (20) 


hy) he — hove) — (mg*/NE) ° Eion 


Einen wesentlichen Einflu8 auf die Werte der primadren I[onisationsenergie 
und des Massenmischungsverhdltnisses iibt das Verhaltnis m4/mz von der Masse 
des Arbeitsgasmolekiils zu der des Energietragerpartikelchens aus. In Tab. 6 
sind fiir T~ = 125 000° K und T, = 10 000° K die entsprechenden Zahlenwerte 
fiir die in Abb. 13 und 14 behandelten Beispielfalle zusammengestellt. 


Tabelle 6 





K (fiir Trans- 
er/hyA) lations- 
gleichgewicht) 


K (fiir volliges 
Gleichgewicht) 


Molekulares Massenverhaltnis 
von Arbeitsgas zu Energietrager 





- 10-5 
- 10-4 
- 1071 
- 1071 


~I 


my,0/Me- = 3,283- 104 0,74 4,6- 10-6 
my,/Me- = 3,674- 103 0,61 3.3: 10-4 
my,o/m, = 4,501- 10° 0,45 28-107? 
my,/m, = 5,037- 107! 0,13 1,8- 107! 


3, 
1, 
2 
“~, 
7, 


“I bo +I 


Man sieht ohne weiteres, daB K mit abnehmenden, e; mit zunehmenden 
Werten fiir das molekulare Massenverhaltnis erheblich anwachsen. 

Bei Kenntnis des molekularen Massenverhialtnisses m4/mg und des Massen- 
mischungsverhaltnisses K 1aBt sich aus der Beziehung 


es (21) 


die pro Arbeitsgasmolekiil erforderliche Teilchenzahl der Energietrager be- 
rechnen. Die zahlenmaBige Durchrechnung, deren Resultate sich im Bereich der 
betrachteten Beispiele zwischen 10+! und 10-2 bewegen, ergab, das mg/m4 in 
erster Linie vom Verhaltnis der Enthalpien g/hy und verhaltnismaBig wenig vom 
molekularen Massenverhaltnis abhangt. Ferner ergab sie, daB die Forderung 
ne* < ng, die bei hohen Werten von Tz, Ty, m4/mg und kleinen Werten von €éion 
— also beispielsweise bei Tg = 125000°K, T, = 10000°K und Elektronen- 
beschu8 auf Wasserdampf — kritisch werden kann, im ganzen Bereich der 
Abbildungen noch erfiillt wird. Im niedrigen Temperaturbereich, also bei Beschu8 
von «-Teilchen mit Temperaturen bis zu mehr als 75 000° K aufwarts auf Wasser- 
stoffgas oder mit Temperaturen bis zu mehr als 25 000° K aufwarts auf Wasser- 
dampf, reichen die eingebrachten Energien iiberhaupt zu keiner primdren Ioni- 
sierung mehr aus. 
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Mit Hilfe der Raketengrundgleichung P-dt = w-d(M +m) kann man die 
Zahl der in der Zeiteinheit dem Arbeitsgas zuzufiihrenden Energietrager ab- 
schatzen zu: 

K-P 

dng|dt cater (22) 
und erhalt fiir die berechneten Beispielsfalle Zahlenwerte zwischen 102? und 
10?’ pro Sekunde, wenn man eine Rakete von 10 Tonnen Schub und 10 000 m/s 
Auspuffgeschwindigkeit, also einem konstanten sekundlichen Massendurchsatz 
von 1 kg, der Rechnung zugrundelegt. Plasmapistolen, die pro Impuls 10% bis 
1018 Ionen bei Impulsdauern von etwa 10-7 Sekunden auszuschleudern ver- 
moégen, kamen selbst unter Annahme alternierenden pausenlosen Einsatzes 
nur soeben an die untere Grenze dieser Forderung heran. Geringere Energie- 
tragerfliisse wiirden fiir die geforderte Rakete nur bei héheren Energietrager- 
temperaturen und folglich geringeren Werten fiir K ausreichen. Die bei den Ver- 
suchen von GRUN erzeugten schnellen Elektronenbiindel lieferten zwar nur 
3- 10% Elektronen pro Sekunde, allerdings mit einer Energie von 50 keV, ent- 
sprechend einer einheitlichen Teilchengeschwindigkeit von vg = 1,3- 108 m/s 
oder einer Teilchentemperatur von Tr, = 2,3: 108°K; bei den gleichen Ver- 
suchen erzeugte Ionenbiindel besaBen Teilchenenergien bis zu 600 keV, ent- 
sprechend vg = 1,1: 10’ m/s oder Tg = 2,8: 109 °K. 

SchlieBlich lassen sich bei Kenntnis der ng/n4-Werte die mittleren Molekular- 
gewichte des Feuergases unter Beriicksichtigung der zugemischten Energie- 
tragermassen berechnen, deren Unterschied zu den mittleren Molekulargewichten 
der reinen Arbeitsgase ja, entsprechend den Ausfiihrungen in Abschnitt III, 
unter Umstanden einen Korrekturfaktor fiir die in Abschnitt II ermittelten Aus- 
strémgeschwindigkeiten notwendig machen kénnte. Fiir das mittlere Molekular- 
gewicht Mr) des kalten oder des unter Einfrieren der chemischen Gleichgewichte 
aufgeheizten Feuergases gilt: 





Mruy) = (ne/na* Me + Maya))/(ne/n4 + 1) (23) 
oder 
Mr) /May = (K + 1)/(ne/na + 1); (23 a) 
also fiir die in Tab. 6 behandelten Beispiele, bei einer Mischung 
von Wasser und Elektronen M F(x) /M air) = 0,868, 
von Wasserstoff und Elektronen = 0,877, 
von Wasser und «-Teilchen = 0,913, 
von Wasserstoff und «-Teilchen = 1,08. 


Fiir das mittlere Molekulargewicht Mr des unter Gleichgewichtsverteilung der 
Restenthalpie auf alle Fretheitsgrade aufgeheizten Gases gilt entsprechend: 
M;|/M, = (A + 1) Maw/Ma ; (24) 
np|n4 + Mairy/Ma 
Diese Beziehung 1aBt sich in Gl. (5) tiberfiihren, wenn man in (5) fp/he = K/(K + 1) 
substituiert, was nur bei vernachlassigbarer primarer lonisation zulassig ist. 
Bei 10 000° K Heizkammertemperatur und 10-* at Heizkammerdruck wiirde 
beispielsweise das Verhaltnis M4i,)/M,4 fiir Wasserstoff 3,026 und fiir Wasser 
4,678 betragen. Mit diesen Zahlenwerten und mit den entsprechenden K-Werten 
erhielte man nach Gl. (24) fiir die bereits vorhin behandelten Mischungen 
von Wasser und Elektronen Mr/M, = 0,795, bzw. 
von Wasserstoff und Elektronen = 0,832, bzw. 
von Wasser und «-Teilchen = 1,004, bzw. 
von Wasserstoff und «-Teilchen = 1,566. 
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Bei tieferen Temperaturen 7; und entsprechend héheren Teilchenzahlen sehr 
leichter Energietrager kénnen die Werte fiir Mr/M, noch etwas niedriger 
werden. Innerhalb des auf Abb. 13 und 14 dargestellten Bereiches nehmen sie 
ihren geringsten Wert bei Tg = 25000°K, 7, = 10000°K und Elektronen- 
beschu8 auf Wasserdampf an, zu Mr/M,4 = 0,459. 

Die hier behandelten hypothetischen Grenzfalle und Zahlenbeispiele kénnen 
natiirlich nur ein ungefahres Bild vermitteln von den Problemen, die bei Be- 
riicksichtigung des konkreten Mischungsmechanismus von Arbeitsgas und 
Energietrager, sowie endlicher Zeiten fiir die allgemeine Gleichgewichtsein- 
stellung nach der Mischung auftreten, und die unter Umstanden zu einer Um- 
bewertung in der Giiteskala der verschiedenen Arbeitsgase fiihren kénnten. Da 
bei den vorliegenden Untersuchungen zunachst noch so groBe Arbeitsgasvolumina 
vorausgesetzt wurden, daB die Energietrager ihre gesamte iiberschiissige Energie 
innerhalb dieses Volumens abgeben kénnen, so miiBten eingehendere Unter- 
suchungen fiir kleine Heizkammern vor einer endgiiltigen Wertung auch noch 
die Einfliisse von Wirkungsquerschnitten und relativem Bremsvermégen der 
Arbeitsgase, von spezifischem Ionisierungsvermégen der BeschuBpartikel usw. 
beachten — Einfliisse, die alle nicht nur von der Natur von Arbeitsgas und 
Energietrager, sondern auch von deren Energiezustand abhangen. Endlich ware 
eine Untersuchung der BeeinfluBbarkeit der Rekombinationsgeschwindigkeit 
primarer Ionisationen interessant, wie zum Beispiel der Frage, wieweit die Natur 
des Energietrigers, insbesondere im Fall von ElektronenbeschuB, hierbei eine 
Rolle spielt. 
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